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ВВЕДЕНИЕ 
 

В настоящее время роль математических дисциплин в естество-
знании, технике, инженерных дисциплинах огромна и  высшая мате-
матика используется во многих областях организации производства 
(и в разработке оптимальных планов размещения капиталовложений, 
планов строительства, производства и перевозок, и при руководстве 
технологическими процессами и др.). В этой связи к математическо-
му образованию будущего специалиста предъявляются очень высо-
кие требования. Свободное владение основными математическими 
понятиями, приемами приводит к более глубокому пониманию цело-
го ряда специальных вопросов. При этом математика не излагает ка-
кие-либо технические вопросы, а дает будущему специалисту необ-
ходимое математическое развитие. 

Предлагаемое учебно-методическое пособие (в совокупности с 
курсом лекций) предназначено для самостоятельной подготовки сту-
дентов технических и экономических специальностей заочной формы 
обучения по курсу аналитической геометрии. Основной целью данно-
го издания является оказание помощи студентам в приобретении и 
закреплении знаний по курсу аналитической геометрии, в приобрете-
нии навыков решения широкого круга задач. Нами подобраны и ме-
тодически распределены задачи основных разделов аналитической 
геометрии. Весь представленный материал разбит на блоки, что от-
ражено в оглавлении. Задачи предлагаются в порядке возрастания 
уровня сложности, что позволяет студентам постепенно приобретать 
необходимые навыки и опыт решения задач. Задачи снабжены черте-
жами, подробным описанием решения.  

В конце каждой главы приведены задачи для самостоятельного 
решения с ответами.  

В пособии предложена контрольная работа по курсу аналитиче-
ской геометрии (в десяти вариантах). Представлен нулевой вариант 
контрольной работы с подробным описанием решения каждой из 
предлагаемых задач, что позволяет сделать процесс выполнения кон-
трольной работы менее трудоёмким.  

Учебно-методическое пособие может быть использовано как для 
работы под руководством преподавателя, так и при самостоятельном 
изучении курса аналитической геометрии.  
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ГЛАВА 1. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 
 

1.1. Разложение векторов в линейную комбинацию 
через базисные векторы. Координаты вектора 

 
Прежде чем приступить к решению задач данного параграфа, 

обратитесь к материалам параграфов 1.1, 1.2, 1.4, 1.6 курса лекций по 
аналитической геометрии. 

 
Задача 1.1.1. Дан треугольник ABC, BK – медиана. Найдите раз-

ложение векторов ВС , ВК  по базису, состоящему из векторов  

B=  AC,AB . Укажите координаты векторов ВС ,ВК  в данном базисе 
(рис. 1.1.1). 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.1.1 
 

Решение. 1) Вектор ВС  можно представить как сумму векторов 
ВА  и АС :  

ВС = ВА+ АС . 
Учитывая, что ВА= - АВ , вектор ВС  примет вид:  

ВС = - АВ + АС . 
Таким образом, вектор ВС  в данном базисе имеет координаты 

ВС  (-1; 1).  

2) Вектор ВК  можно представить в виде суммы векторов ВА  и 
АК :  

АКВАВК  . 
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Вектор АСАК 
2
1 , так как точка K – середина отрезка AC и 

направления векторов АК  и АС совпадают. В результате  

АСАВВК 
2
1 , 

координаты ВК  (-1;  
2
1 ). 

Задача 1.1.2. Дан треугольник АВС, в котором проведены меди-
аны АК и ВМ, точка О – точка пересечения этих медиан. Найдите 
разложение векторов ВС , АС , ВМ  по базису, состоящему из векто-
ров B=  AО,AB  (рис. 1.1.2). 

 
 
 
 
 
 

Рис. 1.1.2 
 

Решение. 1) Так как АК – медиана треугольника АВС, точка К – 
середина отрезка ВС. Поэтому можно утверждать, что вектор               
ВС = 2 ВК . Вектор ВК  можно представить через линейную комби-
нацию векторов АВ  и АК  следующим образом:  

ВК  = АКВА  = - АВ + АК . 
Вектор АК  не является базисным вектором, а поэтому необхо-

димо его разложить через базисные векторы. Из школьного курса 
геометрии известно, что медианы в треугольнике пересекаются и 
точкой пересечения делятся в отношении 2:1, считая от вершины. Та-
ким образом, АО:ОК = 2:1, на весь отрезок АК приходится 3 части, а 

отрезок АО составляет от него 
3
2  части. В этой связи можно утвер-

ждать следующее:  
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АК  = 
2
3 АО ,  

а вектор ВК = – АОАВ 
2
3 . 

. 

Так как вектор )АОАВ(ВКВС 
2
322 , то координаты 

вектора ВС  (-2; 3). 
2) Вектор АС  можно представить в виде линейной комбинации 

векторов АВ  и ВС :  
ВСАВАС  . 

Вектор АВ  является базисным, а для вектора ВС  можно вос-
пользоваться разложением его через базисные векторы, полученным 
в первой части задачи:  

АОАВВС  32 . 
АОАВ)АОАВ(АВАС  332 , 

а координаты вектора АС  (-1; 3). 
3) Вектор ВМ  можно представить в виде линейной комбинации 

векторов ВА  и АМ :  
АМВАВМ  . 

Вектор АМ  составляет половину вектора АС , так как точка М – 
середина отрезка АС, а разложение вектора АС  через базисные век-
торы было получено во второй части задачи, воспользуемся им. 

АСАВВМ 
2
1  = АОАВ)АОАВ(АВ 

2
3

2
33

2
1 . 

Координатами вектора ВМ  являются значения (-
2
3 ; 

2
3 ).  

Задача 1.1.3. Дан треугольник АВС, МР – средняя линия тре-
угольника, параллельная основанию АС, ВК – медиана треугольника. 
Найдите разложение векторов ОР , ВК , РС  через базисные векторы  

В =  AC,AB   (рис. 1.1.3) . 
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Рис. 1.1.3 
 

Решение. 1) Вектор ОР  составляет половину от вектора МР , то 

есть МРОР 
2
1 . Вектор МР , в свою очередь, равен половине векто-

ра АС , так как отрезок МР – средняя линия треугольника, которая по 
длине в два раза короче основания. Таким образом,  

ОР  
2
1

2
1 АС  = 

4
1 АС . 

2) Представим вектор ВК  в виде линейной комбинации векто-

ров  ВА и АК :  

ВК  АСАВАКВА 
2
1  

(вектор АСАК 
2
1 , так как точка К – середина отрезка АС).  

3) Вектор РС  составляет половину вектора ВС , так как МР – 
средняя линия треугольника и точки Р и М являются серединами со-

ответственно сторон ВС и АВ. ВСРС 
2
1 , вектор ВС  можно пред-

ставить в виде линейной комбинации векторов ВА  и АС :  
АСВАВС   = АСАВ  . 

Тогда линейная комбинация базисных векторов АВ  и АС  для 
вектора РС  примет вид:  

АСАВ)АСАВ(РС 
2
1

2
1

2
1 . 
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Задача 1.1.4. Дан треугольник МРК, в котором на стороне МР 
взята точка А таким образом, что МА:АР как 3:1. Найдите разложе-
ние векторов КА ,КР в базисе из векторов В =  МК,МА  (рис. 1.1.4). 

 

Р 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1.1.4 

 

Решение. 1) Вектор КА  можно представить в виде линейной 
комбинации векторов КМ и МА:  

МАКМКА  . 
Вектор МА является базисным вектором, а вектор МККМ  . 

В результате  
МКМАКА  . 

2) Вектор КР  представим в виде линейной комбинации векто-
ров КМ  и МА:  

МРКМКР  . 

Вектор МККМ  , а вектор МР  составляет 
3
4  от вектора МА, 

то есть МАМР 
3
4 . Таким образом,  

МКМАКР 
3
4 . 

Задача 1.1.5. Дана треугольная пирамида КАВС (вершиной яв-
ляется точка К). Точка М – точка пересечения медиан треугольника 
АВС. Найдите разложения векторов КВ,КМ  в базисе, состоящем из 
векторов В= СВ,СА,СК . Укажите координаты векторов КВ,КМ  в 
данном базисе (рис. 1.1.5). 
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Рис. 1.1.5 
 

Решение. 1) Вектор КМ можно представить в виде линейной 
комбинации векторов КС  и СМ : 

СМСКСМКСКМ  . 
Вектор СК  является базисным вектором, а вектор СМ  можно 

представить через вектор СР . Точка М – точка пересечения медиан, 
а, как известно из школьного курса геометрии, медианы в треуголь-
нике пересекаются и точкой пересечения делятся в отношении 2:1, 
считая от вершины. Таким образом, на отрезок СМ приходится две 
части, на отрезок  МР – одна часть, а весь отрезок СР составляет три 

части. В результате СРСМ 
3
2  . Однако вектор СР  также не явля-

ется базисным, но его можно представить в виде линейной комбина-
ции векторов СА  и СВ  следующим образом: 

СРСМ 
3
2 = 

)ВАСВ()ВРСВ( 
2
1

3
2

3
2 =

САСВСВ)САВС(СВВАСВ 
3
1

3
1

3
2

3
1

3
2

3
1

3
2 =

САСВ 
3
1

3
1 . 

М 

К 

В 

Р 

А 

С 
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Разложив вектор СМ через базисные векторы СВ  и СА , можно 
найти разложение вектора КМ через базисные векторы: 

САСВСКСМСККМ 
3
1

3
1 . 

Координаты вектора КМ (-1;
3
1 ;

3
1 ). 

2) Вектор КВ  представим в виде линейной комбинации векто-
ров КС  и СВ : 

СВСКСВКСКВ  . 
Оба вектора СК  и СВ , участвующие в разложении, являются 

базисными, третий базисный вектор СА  в разложении вектора КВ от-
сутствует. Это можно представить следующим образом: 

СВСАСККВ  0 . 
Координатами вектора КВ  будут являться числа КВ (-1;0;1). 
 
1.2. Длина вектора. Скалярное произведение векторов 

 
Для успешного решения задач данного параграфа Вам необходи-

мо обратиться к курсу лекций и рассмотреть вопросы параграфа  1.9. 
 
Задача 1.2.1. Найти координаты вектора АВ  и его длину, если 

известны координаты точек А(-1;3;0) и В(2;4;7). 
Решение. 1) Для отыскания координат вектора АВ  необходимо 

помнить следующее: если точки А и В имеют координаты                             
А (x1;y1;z1), а точка В (x 2 ;y 2 ;z 2 ), вектор АВ будет иметь координаты: 

АВ  (x 2 -x1;y 2 -y1;z 2 -z1). 

В нашем случае вектор АВ  будет иметь координаты: АВ (2-(-1);   
4-3;7-0) и в конечном результате АВ (3;1;7). 

2) Для того, чтобы отыскать длину вектора, необходимо знать 
координаты вектора в ортонормированном базисе В=  k,j,i . Коорди-
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наты вектора АВ известны из первой части задачи. Длина вектора 
обозначается АВ  и находится по формуле: 

АВ = 222 zyx  , где (x;y;z) – координаты вектора АВ . 

Таким образом, длина вектора АВ будет равна: 

АВ = 594919713 222  . 

Задача 1.2.2. Найдите скалярное произведение векторов а  и b , 
если длины векторов известны и равны а = 14 , b = 21 , а угол меж-

ду векторами составляет 
4
 . 

Решение. Скалярным произведением двух векторов называется 
число, определяемое следующим равенством:  

а  cosbаb , где а  – длина вектора а , b  – длина вектора 

b ,   – угол между векторами.  
Скалярное произведение векторов определится равенством: 

а b = 147
2
1472

2
588

2
2294

4
2114 





 cos . 

Задача 1.2.3. Найдите скалярное произведение векторов АВ  и 
СК , если известны координаты точек А(-2;1;4), В(1;2;-3), С(2;-2;6) и     
К(4;-3;1).  

Решение. Согласно формуле, записанной в предыдущей задаче, 
для того чтобы отыскать скалярное произведение векторов, необхо-
димо знать длины векторов и угол между ними. Зная координаты то-
чек, мы можем отыскать координаты вектора, а следовательно, и 
длину вектора. Однако угол между векторами   отыскать не удастся. 
В этой связи воспользуемся ещё одной формулой, позволяющей 
отыскать скалярное произведение векторов, если известны координа-
ты вектора: 

332211 bаbаbаbа  , где (а1;а 2 ;а3 ) – координаты вектора 

а , (b1;b 2 ;b3 ) координаты вектораb . 
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Для отыскания скалярного произведения векторов АВ  и СК  
необходимо найти сначала координаты этих векторов:  

АВ  (1-(-2);2-1;-3-4) = АВ (3;1;-7); 
СК (4-2;-3-(-2);1-6) = СК (2;-1;-5). 

Скалярное произведение векторов АВ  и СК  определится сле-
дующим равенством: 

403516571123  )()()(СКАВ . 

Задача 1.2.4. Определите угол между векторами АВ  и СК , если 
известны координаты точек: А(-1;2;-1), В(-2;1;3), С(3;-2;1), К(2;-4;3). 

Решение. Угол между векторами можно отыскать, используя 
скалярное произведение векторов. Согласно определению скалярного 
произведения векторов: 

 cosСКАВСКАВ , где   – есть угол между векторами.  

Из последней формулы можно найти cos : 

СКАВ
СКАВcos



 . 

Таким образом, необходимо найти координаты векторов АВ и 
СК , скалярное произведение, длины и, подставив в формулу, отыс-
кать cos . 

);;())(;);((АВ 411132112  ; 

);;());(;(СК 221132432  . 
Скалярное произведение векторов определится следующим ра-

венством: 

.)()()(СКАВ 11821242111   
Найдем длины векторов: 

181611411 222  )()(АВ ; 

39441221 222  )()(СК . 

В результате cos  будет равен: 
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29
11

329
11

318
11








cos . 

Тогда угол между векторами АВ  и СК  есть величина, равная 

29
11


 arccos . 

Задача 1.2.5. Определите направляющие косинусы вектора        
а (-2;4;1). 

Решение. Направляющие косинусы вектора – это косинусы уг-
лов, которые он образует с осями координат. Если вектор а  задан 
своими координатами в ортонормированном базисе а (x;y;z), то 
направляющие косинусы можно определить по формулам: 

cos(а ox )=
a
ax ; cos( oya


)=

a

ay ; cos( oza


)=
a
az , 

где xa , ya , za  – первая, вторая и третья координаты вектора а со-

ответственно, а  – длина вектора а .  

Для данной задачи a x = -2; a y = 4; a z = 1. Длина вектора опреде-

ляется согласно равенству: 

211164142 222222  )(zyxa  

Таким образом, направляющие косинусы вектора найдутся сле-
дующим образом: 

21
2




)oxacos( ; 
21
4




)oyacos( ; 
21
1




)ozacos( . 

Задача 1.2.6. Определите орт вектора а  (2;-1;3). 
Решение. Ортом вектора а  называют единичный вектор, 

направленный вдоль вектора а . Обозначение орта: 0а . Отыскать орт 
вектора можно согласно следующему равенству: 

а
аа 0 . 
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Найдём длину вектора а : 

14312 222222  )(zyxа . 

Тогда ортом вектора а  будет вектор с координатами: 

0а ( );;
14
3

14
1

14
2  . 

Задача 1.2.7. Определите угол между прямыми АВ и СМ, если 
координаты точек известны: А(2;3;1), В(-1;2;4), С(1;-2;5), М(3;2;1). 

Решение. Отыскание угла между прямыми АВ и СМ  можно све-
сти к задаче на отыскание угла между векторами АВ  и СМ . Однако 
нужно помнить, что при пересечении двух прямых образуется четыре 
угла. За угол между прямыми принимается меньший из получивших-

ся углов, то есть угол 0
2


 . В этой связи cos  не может прини-

мать отрицательные значения, так как   лежит в первой четверти, а 
cos  в первой четверти имеет положительные значения. Поэтому 
угол между прямыми найдется согласно следующему равенству: 

cos(АВ, СМ)=
СМАВ

СМАВ
)СМ,АВcos(




  . 

Найдем координаты векторов АВ  и СМ .  
);;();;(АВ 313143221  , 

).;;());(;(СМ 442512213   
Определим cos(АВ, СМ): 

196
22

3619
1246

442313

434123
222222 














)()(

)()()(

)()(
)CM,AB(сos

Таким образом,  

cos(АВ, СМ)=
193

11
196

22





, 

а угол между прямыми АВ и СМ составляет: 

193
11


 arccos . 
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Задача 1.2.8. Найдите длины векторов а (3;2;1) и b (2;-3;0) и вы-
ясните: являются ли векторы а  и b  перпендикулярными. 

Решение. Определим длины векторов: 
14149123 222 а ; 

1394032 222  )(b . 

Для того, чтобы выяснить, являются ли векторы перпендику-
лярными, достаточно найти скалярное произведение векторов. Если 
скалярное произведение векторов равно нулю, то это есть условие 
перпендикулярности векторов, то есть если а )z;y;x( 111 и 

b ( )z;y;x 222 взаимно перпендикулярны, то  
0212121  zzyyxx . 

Верно и обратное утверждение: если выполняется последнее ра-
венство, то векторы взаимно перпендикулярны. 

Найдем скалярное произведение векторов а  и b : 
0066013223  )()(bа . 

Скалярное произведение векторов равно нулю, а поэтому можно 
сделать вывод, что векторы перпендикулярны. 

Задача 1.2.9. Даны три вектора а (3;2;1), b  (2;-3;0) и с (6;4;2). 
Выясните, являются ли векторы а  и b ,а  и с  коллинеарными между 
собой. Сонаправлены они или противоположно направлены? 

Решение. Известно, что если векторы а )z;y;x( 111  и b ( )z;y;x 222  
коллинеарные (параллельные) между собой, то их соответственные 
координаты пропорциональны, то есть  


2

1

2

1

2

1

z
z

y
y

x
x . 

Если коэффициент пропорциональности   положителен, то век-
торы а  и b  сонаправлены, если отрицателен – противоположно 
направлены.  
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Найдём отношение соответствующих координат векторов а  и b : 

0
1

3
2

2
3




 , а поэтому а  не коллинеарен вектору b . 

Найдём отношение соответствующих координат векторов а  и с : 


2
1

4
2

6
3 , 

равенство отношений соответствующих координат выполняется, а 
поэтому векторы а  и с  коллинеарны. Так как   положителен, векто-
ры а  и с сонаправлены.  

 
1.3. Векторное произведение векторов 

 
Прежде чем приступать к разбору задач данного параграфа, об-

ратитесь к теории параграфа 1.10 курса лекций по аналитической 
геометрии.  

  
Задача 1.3.1. Найдите длину векторного произведения векторов а  

и b , если известно, что 4а , 2b , а угол между векторами а  и b  

составляет 
3


 . 

Решение. Из определения векторного произведения векторов из-
вестно, что векторным произведением двух векторов а  и b  называет-
ся третий вектор с , удовлетворяющий следующим условиям: 

1)  sinbас ; 

2) направление вектора с  перпендикулярно плоскости векторов 
а  и b ; 

3) направление вектора с  выбирается (из двух возможных) так, 
чтобы векторы а , b ,с  составляли правую систему векторов.  

Обозначается векторное произведение векторов:  b;а  или bа . 
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Нам необходимо найти длину векторного произведения векто-
ров, то есть длину вектора, получившегося в результате векторного 
произведения векторов. Из первого условия: 

34
2
38

3
24 


 sinsinbаbа . 

Задача 1.3.2. Найдите векторное произведение векторов а  и b , 
если известно, что а (-1;2;1), b (2;-3;1). 

Решение: под векторным произведением векторов а ( 321 а;а;а ) и  

b ( 321 b;b;b ) понимают вектор, координаты которого можно опреде-
лить согласно следующему равенству: 

  b;ас

321

321

bbb
ааа
kji

. 

В нашем случае векторное произведение векторов а  и b  опре-
делится: 

 
132
121




kji
b;ас = kji  35 . 

В результате векторного произведения получился вектор с , ко-
ординаты которого с (5;3;-1). 

Задача 1.3.3. Найдите площадь параллелограмма, построенного 

на векторах а  и b , где kjiа  332 , kjib  42 (рис. 
1.3.1). 

 
 
 
 

Рис. 1.3.1 
 

Решение. Геометрический смысл векторного произведения век-
торов состоит в следующем: модуль векторного произведения векто-

а  

b  
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ров численно равен площади параллелограмма, который построен на 
этих векторах. Чтобы отыскать площадь параллелограмма, нужно 

найти векторное произведение векторов а  и b , а затем отыскать его 
длину.  

Векторы а  и b  заданы своими разложениями через базисные 

векторы k,j,i , а поэтому их координаты будут соответственно равны 

коэффициентам, стоящим при этих базисных векторах: а (2;-3;3),        
b (-1;2;4). 

Определим векторное произведение векторов а  и b : 

  kji
kji

b;а 


 1118
421
332  

В результате векторного произведения векторов  а  и b  получил-
ся вектор с  с координатами: с (-18;-11;1). Для отыскания площади 
параллелограмма осталось вычислить длину векторного произведе-
ния, то есть длину вектора с : 

446112132411118 222  )()(с . 

Таким образом, площадь параллелограмма, построенного на 
векторах а  и b  будет:  

S= 446 . 
Задача 1.3.4. Найдите площадь треугольника, построенного на 

векторах kjiа  32  и kjib  2  (рис. 1.3.2). 
 
 
 

 
Рис. 1.3.2 

 

Решение. Площадь треугольника составляет от площади парал-

лелограмма 
2
1 . Поэтому достаточно найти площадь параллелограмма, 

а  

b  
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построенного на векторах а  и b , и умножить найденное значение на 

2
1  – это и будет площадь треугольника. Вычислим векторное произ-

ведение векторов а  и b : 

.  kji
kji

b;а 

 555

211
132  

Определим длину вектора, получившегося в результате вектор-
ного произведения векторов а  и b : 

35325555 222  )()()(bа . 

В результате площадь параллелограмма равна 35  , а искомая 
площадь треугольника равна: 

S= 35235
2
1

 , . 

Задача 1.3.5. Найдите площадь треугольника, заданного верши-
нами: А(-1;2;1), В(2;-1;3), С(-2;3;1). 

Решение. Искомая площадь равна половине площади параллело-
грамма, построенного на векторах АВ  и АС . Вычислим координаты 
векторов: 

АВ (2-(-1);-1-2;3-1)=(3;-3;2); 
АС (-2-(-1);3-2;1-1)=(-1;1;0). 

Найдём векторное произведение векторов АВ  и АС : 

  kji
kji

АС;АВ 


 022
011
233  

Длина (или модуль) векторного произведения векторов АВ  и 
АС  найдётся следующим образом: 

224244022 222  )()(АСАВ . 
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Площадь параллелограмма, построенного на векторах АВ  и АС  
равна 22  . Следовательно, площадь треугольника будет равна: 

S= 222
2
1

 . 

Задача 1.3.6. Даны координаты точек А(-1;2;1), В(0;2;3),              
С(-2;3;1). Вычислите площадь треугольника АВС, а также определите 
длину высоты треугольника, которая опущена из вершины В. 

Решение. 1) Для отыскания площади треугольника АВС вычис-
лим площадь параллелограмма, построенного на векторах АВ  и АС .  
Определим координаты векторов АВ  и АС : 

АВ (0-(-1);2-2;3-1)=(1;0;2), 
АС (-2-(-1);3-2;1-1)=(-1;1;0). 

Векторное произведение векторов АВ  и АС  будет равно: 

  kji
kji

АС;АВ 


 22
011
201 . 

Длина векторного произведения равна: 

39144122 222  )()(АСАВ . 

Площадь параллелограмма, построенного на векторах АВ  и АС  
равна длине векторного произведения и равна 3, соответственно, 
площадь треугольника АВС равна половине площади параллело-
грамма и равна 1,5. 

2) Чтобы отыскать длину высоты треугольника, вспомним форму-
лу площади треугольника, известную из школьного курса геометрии: 

S= ВКАС 
2
1 , 

где АС – основание треугольника, а ВК – его высота, проведенная к 
основанию. Выразим из последней формулы высоту ВК: 

ВК=
АC

S2 . 
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Площадь треугольника АВС была нами найдена в первой части 
задачи, длину основания АС можно отыскать как длину вектора АС : 

2011 222  )(АС . 

В результате длина высоты ВК треугольника АВС будет равна: 

ВК=
2

3
2
512


 , . 

 
1.4. Смешанное произведение векторов 

 
Прежде, чем приступить к рассмотрению задач данного пара-

графа, обратитесь к курсу лекций по аналитической геометрии к тео-
рии параграфа 1.11. 

 

Задача 1.4.1. Даны три вектора а  (-1;2;3), b  (0;2;3), с (-1;3;4). 
Найдите смешанное произведение этих векторов. 

Решение. Смешанным (или векторно-скалярным) произведени-
ем трёх векторов а , b  и с  называется скалярное произведение векто-
ра а  на векторное произведение векторов b  и с . Обозначается сме-
шанное произведение: сbа . Если векторы а , b  и с  даны их коорди-
натами а ( 321 а;а;а ), b ( )b;b;b 321 , с ( )с;с;с 321 , то смешанное произ-

ведение сва  вычисляется по формуле: 

сbа  =

321

321

321

ссс
bbb
ааа

 

В нашем случае смешанное произведение векторов будет равно: 

сbа  = 




431
320
321

-8-6+6+9=1. 
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Задача 1.4.2. Даны три вектора а ,b , с , заданные своими коор-
динатами: а (-1;3;0), b  (4;2;-1), с (0;-2;3). Являются ли векторы ком-
планарными? 

Решение. Компланарными векторами называют векторы, лежа-
щие в одной плоскости или в параллельных плоскостях. Необходи-
мым и достаточным условием компланарности векторов является ра-
венство нулю смешанного произведения этих векторов. Поэтому до-
статочно отыскать смешанное произведение векторов а , b  и с  и по-
смотреть: если получится число, равное нулю, то векторы компла-
нарны, в противном случае векторы не являются компланарными.  

сbа  = 





320
124

031
-6+2-36=-40 0. 

Вывод: векторы не являются компланарными. 
Задача 1.4.3. Даны координаты точек: А(5;3;3), В(3;2;0), С(4;7;9), 

К(6;8;12). Определите, лежат ли эти точки в одной плоскости? 
Решение. Для того, чтобы ответить на поставленный вопрос, 

необходимо отыскать смешанное произведение векторов. Если век-
торы окажутся компланарными, то они лежат в одной плоскости и, 
следовательно, и точки будут лежать в одной плоскости.  Найдём ко-
ординаты векторов АВ , АС , АК : 

АВ (3-5;2-3;0-3)=(-2;-1;-3); 
АС (4-5;7-3;9-3)=(-1;4;6); 
АК (6-5;8-3;12-3)=(1;5;9). 

Найдём их смешанное произведение векторов: 

09601261572
951
641
312




 АКАСАВ  

Так как смешанное произведение векторов равно нулю, векторы 
АВ , АС , АК  являются компланарными векторами, а следовательно 
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лежащими в одной плоскости. Это даёт основание утверждать, что и 
точки А, В, С, К лежат в одной плоскости.  

Задача 1.4.4. Найдите объем параллелепипеда, построенного на 
векторах  а (-1;0;2), b  (0;2;3), с (-1;3;1) (рис. 1.4.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.4.1 
 
Решение. Геометрический смысл смешанного произведения век-

торов состоит в следующем: модуль смешанного произведения век-
торов численно равен объему параллелепипеда, построенного на этих 
векторах. Таким образом, необходимо отыскать смешанное произве-
дение векторов  а , b , с , получившееся число взять по модулю и это и 
будет искомым объемом.  

сbа  = 11094002
131
320
201





)()( , 

1111  сbаV . 

Отсюда получаем, что объём параллелепипеда равен 11. 
Задача 1.4.5. Найдите объем треугольной пирамиды КАВС с 

вершинами К(0;-4;2), А(0;-1;3), В(-3;2;-2), С(5;-2;1) (рис. 1.4.2). 

с  

b  

a  
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Рис. 1.4.2 
 

Решение. Объем треугольной пирамиды составляет 
6
1  от объема 

параллелепипеда. В этой связи необходимо отыскать объем паралле-

лепипеда, а затем полученный результат умножить на 
6
1  – это и будет 

искомый объём. 
Найдем координаты векторов: 

);;());(;(АВ 533321203  , 

);;());(;(АС 215311205  , 

);;());(;(АК 130321400  . 

Смешанное произведение векторов АВ , АС , АК  будет равно: 

105151800753
130
215
533






 )()(АКАСАВ , 

то есть объём параллелепипеда равен 105105  . Объем пирамиды 
АВСК можно найти: 

6
105105

6
1

АВСКV . 

Задача 1.4.6. Найдите объём треугольной пирамиды ABCD c 
вершинами А(2;-1;1), В(5;5;4), С(3;2;-1), D(4;1;3). 

К 

В 

А 

С 
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Решение. Объём треугольной пирамиды составляет от объёма 

параллелепипеда 
6
1 . Найдём объём параллелепипеда.  

);;());(;(АВ 363141525  , 

);;());(;(АС 231111223  , 

 222131124 ;;));(;(AD  . 

Смешанное произведение векторов АВ , АС , АD  будет равно: 

1812121824618
222
231

363
 )()(ADACAB  

Объём параллелепипеда равен 1818  , тогда объём треуголь-
ной пирамиды ABCD определится как: 

318
6
1

ABCDV . 

Задача 1.4.7. Найдите высоту КМ пирамиды КАВС с вершинами 
К(0;0;0),  А(-2;1;0), В(-1;3;2), С(0;-5;1) (рис. 1.4.3). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.4.3 
Решение. Из школьного курса геометрии известно, что объём 

пирамиды находится по формуле: 

HSV осн 
3
1 , 

где оснS  – площадь основания пирамиды, а H – её высота.  

М 

К 

К 

В 

А 

С 
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Поэтому для отыскания высоты пирамиды H = КМ, необходимо 
отыскать площадь основания пирамиды – площадь треугольника 
АВС и объём пирамиды.  

Найдём координаты векторов: 
);;(););((АВ 221021321  , 

);;(););((АС 162011520  , 

);;(););((АК 012001020  . 
Площадь треугольника АВС вычислим с использованием век-

торного произведения векторов: 

  kji
kji

АС;АВ 


 10314
162
221  

В результате векторного произведения векторов АВ  и АС  по-
лучился вектор с координатами с (14;3;-10). Длина этого вектора, 
умноженная на 0,5, есть площадь треугольника АВС: 

305
2
110314

2
1

2
1 222  )(cS ABC . 

Объем пирамиды вычислим с помощью смешанного произведе-
ния векторов. Найдём смешанное произведение векторов АВ , АС  и 
АК : 

250124440
012
162
221



 )()()(АКАСАВ  

Объём пирамиды составит: 

6
2525

6
1

АВСКV . 

Выразим из школьной формулы объёма пирамиды высоту H: 

H=
осн

АВСК

S
V3

=
305
25

305
2
1

6
253





. 
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1.5. Задачи для самостоятельного решения 
 
Задача 1.5.1. Дан треугольник MNP, NK – медиана, точка О – 

середина отрезка NK. Найдите разложения векторов MP , NP , MN  
через базисные векторы OM  и OK . В ответ укажите координаты век-
торов MP , NP , MN  в предложенном базисе.  

Ответ: MP (-2;2), NP (-1;3),MN (-1;-1). 
Задача 1.5.2. Дан треугольник АВС. ВР и АК – медианы, точка 

О – точка пересечения медиан ВР и АК. Найдите разложения векто-
ров ВР , ВС , АВ  через базисные векторы АР  и АО . В ответ укажите 
координаты векторов ВР , ВС , АВ  в предложенном базисе. 

Ответ: ВР (3;-3), ВС (4;-3), АВ (-2;3). 
Задача 1.5.3. Дан параллелограмм АВСD. Точка О – точка пере-

сечения диагоналей параллелограмма АС и ВD. Найдите координаты 
векторов СD , ОВ , AD  в базисе, состоящем из векторов ОС  и ОD .  

Ответ: СD (-1;1), ОВ (0;-1), AD(1;1). 
Задача 1.5.4. Дана четырехугольная пирамида КАВСD, в осно-

вании которой параллелограмм АВСD. Точка О – точка пересечения 
диагоналей параллелограмма. Найдите координаты векторов КD , 
АС , КС , КО , ВК  в базисе, состоящем из векторов АВ , АК , АD . 

Ответ: КD (0;-1;1), АС (1;0;1),КС (1;-1;1),КО (0,5;-1;0,5),ВК (-1;1;0).  
Задача 1.5.5. Даны координаты точек А(1;2;-3), В(4;1;0). Найди-

те длину вектора АВ .  

Ответ: 19АВ . 

Задача 1.5.6. Найдите скалярное произведение векторов АВ  и 
CD , если известны координаты точек А(2;0;3), В(-3;0;4), С(1;-1;2), 
D(4;3;0). 

Ответ: 13СDАВ . 
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Задача 1.5.7. Даны два вектора а(-2; 0; 3) и b  (1;-3;4). Найдите 
угол между векторами. 

Ответ: 
338
10

cos . 

Задача 1.5.8. Даны координаты вершин треугольника А(-1;2;0), 
В(0;-3;2), С(4;3;-1). Найдите угол ВАС и длину стороны АС. 

Ответ: ;cos
109
2




  27АС . 

Задача 1.5.9. Даны два вектора а (-3;4;0) и b  (3;-4;3). Найдите 
векторное произведение векторов а  и b . 

Ответ: kjibа  0912 . 
Задача 1.5.10. Даны четыре точки А(-1;0;1), В(-3;0;2), С(3;2;4),    

D(-5;4;1). Найдите векторное произведение векторов АВ и СD .  

Ответ: kjiCDAB  4142 . 

Задача 1.5.11. Даны векторы а (-2;0;1) и b  (4;3;-1). Найдите 
площадь параллелограмма, построенного на этих векторах. 

Ответ: S=7. 

Задача 1.5.12. Даны векторы а (-4;3;0) и b (0;4;-2). Найдите 
площадь треугольника, построенного на этих векторах. 

Ответ: S= 89356
2
1

  . 

Задача 1.5.13. Дан треугольник АВС с вершинами А(0;-1;-2), 
В(3;4;2), С(-3;1;2). Найдите площадь треугольника АВС.  

Ответ: 841
2
1
ABCS . 

Задача 1.5.14. Даны три вектора а (-4;2;1), b (1;-1;-2), с(3;-1;0). 
Найдите смешанное произведение векторов.  

Ответ: сbа  =-2. 
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Задача 1.5.15. Даны векторы а (-4;0;1), b (2;0;-0,5), с(7;-3;1). 
Выясните, являются ли векторы компланарными? 

Ответ: векторы являются компланарными. 
Задача 1.5.16. Найдите объём параллелепипеда, построенного на 

векторах а (2;-4;1), b (1;0;-1), с(7;-3;1). 
Ответ: V=23. 

Задача 1.5.17. Даны вершины треугольной пирамиды А(-4;2;1),       
В(-7;1;4), С(3;0;-1), D(2;-3;1). Найдите объем треугольной пирамиды 
АВСD, площадь основания ВСD  и высоту пирамиды АК. 

Ответ: V=4,5; 
S= 1475 ; 

АК=
14752

27


. 
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ГЛАВА 2. ПРЯМАЯ НА ПЛОСКОСТИ И В ПРОСТРАНСТВЕ.  
ПЛОСКОСТЬ 

 
2.1. Прямая на плоскости 

 
Прежде, чем приступать к рассмотрению задач данного пара-

графа, рассмотрите предлагаемые Вам теоретические вопросы курса 
лекций по аналитической геометрии параграфа 2.1. 

  
Задача 2.1.1. Составьте уравнение прямой на плоскости, если 

известно, что прямая проходит через две точки А(-1;2) и В(3;4). 
Решение. Выполним рабочий рисунок к условию задачи (рис. 

2.1.1). Известно, что уравнение прямой, проходящей через две задан-
ные точки А( 11 y;x ) и В( 22 y;x ) (рис. 1.3.1) записывается в виде: 

. 

 
Рис. 2.1.1 

 

Координаты точек А и В известны, поэтому можем составить 
уравнение прямой для данной задачи: 

24
2

13
1






 y

)(
)(x , 

2
2

4
1 


 yx . 

Полученное уравнение носит название канонического уравнения 
прямой. Данное уравнение можно переписать в общем виде: 
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)y()x( 2412  , 
8422  yx , 

08422  yx , 
01042  yx . 

Таким образом, из канонического уравнения прямой, можно по-
лучить общее уравнение прямой. 

Задача 2.1.2. Составьте уравнение прямой, проходящей через 
начало координат и точку с координатами А(-2;1). 

Решение. Уравнение прямой составим, используя уравнение 
прямой, заданной двумя точками: 

. 
В данной задаче прямая проходит через точку А с координатами 

А(-2;1) и через начало координат – точку О с координатами О(0;0).  

10
1

20
2






 y

)(
)(x , 

1
1

2
2





 yx . 

Уравнение прямой можно в таком виде и оставить, а можно пре-
образовать и получить общее уравнение прямой: 

)y()x( 1221  , 
0222  yx , 

02  yx . 
Задача 2.1.3. Составьте уравнение прямой, если известно, что 

угол, образованный этой прямой при пересечении с положительным 

направлением  оси OX равен 
4


 , а точка пересечения этой прямой 

с осью OY имеет координаты А(0;4).  
Решение. Выполним рабочий рисунок к задаче (рис. 2.1.2).  



 33

 
 

Рис. 2.1.2 
 

Уравнение прямой с угловым коэффициентом k, равным танген-
су угла наклона прямой к положительному направлению оси OX, за-
писывается в следующем виде: 

bkxy  , 
где b – ордината точки пересечения прямой с осью OY.  

Для данной задачи b = 4 (ордината точки А), а  k = tg= tg 1
4


 . 

Таким образом, уравнение прямой примет вид: 
41  xy  или 4 xy . 

Задача 2.1.4. Составьте уравнение прямой  , если известно, что 
прямая проходит через точку М(-2;3) и перпендикулярна вектору     
n (-3;4). 

Решение. Выполним рабочий рисунок к задаче (рис. 2.1.3).  
 
 
 
 
 

Рис. 2.1.3 
 

Прямую   можно задать точкой и нормальным (перпендикуляр-
ным к прямой) вектором. Если нормальный вектор имеет координаты 
n  (A;B), а точка имеет координаты М( 00 y;x ), то уравнение прямой 
можно записать в виде: 

000  )yy(B)xx(A . 

М   

n  

 
b 
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Для данной задачи уравнение прямой   можно записать в сле-
дующем виде: 

03423  )y())(x( , 
03423  )y()x( , 

012463  yx , 
01843  yx . 

Получили в результате общее уравнение прямой  . 
Задача 2.1.5. Составьте уравнение прямой  , проходящей через 

точку М(-1;4) и перпендикулярно вектору АВ , где А(0;2), В(-3;1).   
Решение. Прямую   можно задать точкой М и нормальным 

(перпендикулярным к прямой) вектором АВ .  
Найдем координаты нормального вектора АВ : 

АВ (-3-0;1-2)=(-3;-1). 
Уравнение прямой примет вид: 

04113  )y()())(x( , 
0413  )y()x( , 

0433  yx , 
013  yx . 

Обе части последнего равенства можно умножить на (-1), и то-
гда уравнение прямой   примет вид: 

013  yx . 
Задача 2.1.6. Составьте уравнение прямой  , если известно, что 

прямая проходит через точку М(-2;0) и параллельно вектору а (-2;3). 
Решение. Выполним рабочий рисунок к задаче (рис. 2.1.4). 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.1.4 
 

М 
  

а  
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Прямую   можно задать точкой М и направляющим (параллельным 
прямой) вектором а . Если точка М имеет координаты М( 11 y;x ), а 

направляющий вектор а (m;n), то уравнение прямой записывается в виде: 

. 
Подставим в это уравнение значения, указанные в задаче: 

3
0

2
2 



 y)(x , 

32
2 yx



 . 

Получили каноническое уравнение прямой  . Это уравнение 
можно преобразовать и получить общее уравнение прямой: 

y)x(  223 , 
yx 263  , 
0623  yx . 

Задача 2.1.7. Составьте уравнение прямой  , проходящей через 
точку С(2;5) и параллельно вектору АВ , где А(1;1), В(2;4). 

Решение. Воспользуемся каноническим уравнением прямой: 

. 
Найдем координаты вектора АВ : 

АВ (2-1;4-1)=(1;3). 
Уравнение прямой   примет вид: 

3
5

1
2 


 yx  или 

523  y)x( , 
013  yx . 

Задача 2.1.8. Дан треугольник АВС с вершинами А(0;0), В(-2;1), 
С(1;4). ВК – медиана, ВD – высота. Составьте уравнения прямых АВ, 
ВК, ВD и  , которая проходит через точку В параллельно прямой АС 
(рис. 2.1.5). 
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Рис. 2.1.5 
 

Решение. 1) Прямую АВ можно задать двумя точками А и В. 
Уравнение прямой, заданной двумя точками, представимо в виде: 

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx






 . 

Подставим в это уравнение координаты точек А и В: 

01
0

02
0






 yx , 

12
yx




. 

Получили каноническое уравнение прямой АВ. 
2) Прямую ВК можно также задать двумя точками, однако 

прежде необходимо найти координаты точки К. Так как ВК – медиана 
треугольника, точка К – середина отрезка АС. Из школьного курса 
геометрии известны формулы, позволяющие находить координаты 
середины отрезка: 

2
21 xxxсер


 , 

2
21 yyyсер


 . 

Найдем координаты точки К: 

50
2

10
2

,xxx CA
k 





 ; 

2
2

40
2







 CA
k

yyy . 

Таким образом, точка К(0,5;2). 
Для составления уравнения прямой ВК воспользуемся тем же 

уравнением, что и в первой части задачи: 

  

D К 
С 

А 

В 
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12
1

250
2






 y

)(,
)(x , 

1
1

52
2 


 y
,

x . 

Последнее равенство есть каноническое уравнение прямой ВК. 
3) Прямую ВD можно задать точкой В и нормальным (перпен-

дикулярным прямой) вектором АС , так как ВD – высота треугольни-
ка, а следовательно, ВD перпендикулярна АС: 

000  )yy(B)xx(A . 

Найдём координаты вектора АС :  
АС (1-0;4-0)=(1;4). 

Уравнение прямой ВD примет вид: 
01421  )y())(x( , 

0442  yx , 
024  yx . 

4) Прямую   можно задать точкой В и направляющим вектором 
(параллельным прямой) АС : 

. 
Координаты вектора АС , точки В известны, подставим их в 

уравнение: 

4
1

1
2 


 y)(x , 

4
1

1
2 


 yx . 

Получили каноническое уравнение прямой  . 
Задача 2.1.9. Даны точки А(1;2), В(-1;3), С(4;5). Найдите рассто-

яние от точки В до прямой АС. 
Решение. Формула отыскания расстояния от точки до прямой 

записывается в виде: 

22
00

BA

CyBxA
d




 ,  
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где 0 CyBxA  есть уравнение прямой, до которой ищется 
расстояние, ( 00 y;x ) – координаты точки.  

Для того, чтобы отыскать расстояние от точки до прямой, необ-
ходимо составить уравнение прямой АС. Прямую АС можно задать 
двумя точками А и С: 

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx






 . 

Подставим координаты точек А и С: 

25
2

54
1






 yx , 

3
2

1
1 



 yx , 

)y()x( 213  , 
053  yx  – уравнение прямой АС. 

Подставим найденное уравнение и координаты точки В в фор-
мулу расстояния: 

10
5

10
5

13

5313
22










)(
d . 

Задача 2.1.10. Даны четыре уравнения прямых: 

1 : 0432  yx , 

2 : 0764  yx , 

3 : 0623  yx , 

4 : 013  yx . 
Выясните взаимное расположение прямых 1) 1  и 2 ; 2) 1  и 3 ;   

3) 2 и 4 . 
Решение. 1) В задаче известны общие уравнения прямых 1 , 2  

и 3 , 4 . Из этих уравнений мы можем выяснить координаты нор-
мальных (то есть перпендикулярных к прямой) векторов:  

);(n 321  , 

);(n 642  , 



 39

);(n 233 , 

);(n 134 . 

Проверим координаты векторов 1n  и 2n  на пропорциональ-
ность. Если соответствующие координаты этих векторов пропорцио-
нальны, то векторы коллинеарны (параллельны), а следовательно, 
прямые 1  и  2  параллельны (рис. 2.1.6). 

 
Рис. 2.1.6 

 

Найдём отношение соответствующих координат векторов 1n  и 2n : 

6
3

4
2




 . 

Таким образом, так как соответствующие координаты векторов  

1n  и 2n  пропорциональны, то эти векторы коллинеарны, а следова-
тельно прямые 1  и 2  параллельны. 

2) Рассмотрим теперь нормальные векторы );(n 321  , );(n 233 прямых 

1  и 3 . Соответствующие координаты этих векторов не пропорцио-

нальны (
2
3

3
2 
 ), а следовательно, данные прямые 1  и 3  не парал-

лельны. Проверим, являются ли данные прямые перпендикулярными. 

Для этого найдём скалярное произведение векторов );(n 321  , 

);(n 233 . Если оно будет равным нулю, то векторы перпендикулярны, 

а следовательно, и прямые 1  и 3  будут перпендикулярными (рис. 
2.1.7). 

2n  

2  
1n  

1  
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Рис. 2.1.7 
 
Найдем скалярное произведение векторов:  

066233221  )()(nn , 

Скалярное произведение равно нулю, векторы );(n 321   и );(n 233  – 

перпендикулярны, а следовательно, и прямые 1  и 3  перпендикулярны. 
3) Определим взаимное расположение прямых 2  и 4 . Рас-

смотрим нормальные векторы этих прямых );(n 642  , );(n 134 . Соот-
ветствующие координаты этих векторов не пропорциональны 

(
1
6

3
4 
 ), следовательно, векторы не коллинеарны и прямые не па-

раллельны. Скалярное произведение векторов );(n 642  и );(n 134  не 
равно нулю ( 061634  )( ), следовательно, векторы не пер-
пендикулярны и прямые не являются перпендикулярными. Если пря-
мые на плоскости не параллельны и не перпендикулярны, то прямые 
являются пересекающимися (рис. 2.1.8). 

Рис. 2.1.8 
 

  

4n  

4  

2n  

2  

2n  

2  
1n  

1  
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Угол между прямыми можно отыскать используя скалярное 

произведение векторов );(n 642  и );(n 134 : 

cos( 2 , 4 )=
42

42
42

nn

nn
)n,ncos(




 . 

cos( 2 , 4 )=
520
6

1052
6

1364

1634
222242 









)(

)(
)n,ncos( . 

 
2.2. Плоскость 

 
Прежде, чем приступить к решению задач этого параграфа обра-

титесь к теоретическому материалу курса лекций параграфа 2.3.  
 
Задача 2.2.1. Составьте уравнение плоскости  , если известно, 

что она проходит через три точки с координатами: А(1;2;4), В(-1;2;0), 
С(1;-5;1). 

Решение. Уравнение плоскости, проходящей через три точки 
А( 111 z;y;x ), В( 222 z;y;x ), С( 333 z;y;x ), записывается в виде: 

. 
Подставим в определитель координаты точек А, В, С: 

0
412511
402211
421




 zyx

. 

Упростим и вычислим определитель третьего порядка: 

0
370
402
421




 zyx

, 

041426128  )z()y()x( , 
01614628  zyx . 
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Задача 2.2.2. Составьте уравнение плоскости  , проходящей че-
рез точку А(-1;0;4) и перпендикулярно вектору ВС , если В(-1;2;1),    
С(-3;4;0).  

Решение. Плоскость   можно задать точкой А и нормальным 
(перпендикулярным плоскости) вектором ВС  уравнением: 

А(х – х0) + В(у – у0) + С(z – z0)=0, 
где ( )z;y;x 000  – координаты точки, принадлежащей плоскости; 
(А;В;С) – координаты нормального вектора. 

Найдем координаты нормального вектора ВС : 
ВС (-3-(-1);4-2;0-1)=(-2;2;-1). 

Составим уравнение плоскости  : 
0410212  )z()y())(x( , 

04212  )z(y)x( , 
0222  zyx . 

Задача 2.2.3. Составьте уравнение плоскости  , проходящей че-
рез точку А(-2;3;1) и  параллельно векторам р (-2;4;2) и q (0;2;1). 

Решение. Плоскость   можно задать точкой и двумя направля-
ющими (параллельными плоскости) векторами р и q : 

0

321

321

000




qqq
ppp

zzyyxx
,  

где ( )z;y;x 000  – координаты точки, принадлежащей плоскости; 
( 321 p;p;p ) – координаты направляющего вектора, )q;q;q( 321  – ко-
ординаты второго направляющего вектора. 

Составим уравнение плоскости  : 

0
120
242

132


 zy)(x
, 
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0
120
242

132


 zyx
, 

0143220  )z()y()x( , 
0242  zy . 

Задача 2.2.4. Составьте уравнение плоскости  , проходящей че-
рез точку М(2;3;1) и параллельно другой плоскости   с уравнением: 
: -3x-4y+5z-2=0 (рис. 2.2.1). 

 

 
 

Рис. 2.2.1 
 

Решение. Так как плоскости   и   параллельны, то нормальный 
(перпендикулярный к плоскости) вектор плоскости   будет являться 
нормальным вектором и к плоскости  . В этой связи плоскость   
можно задать точкой М и нормальным вектором n . Координаты нор-
мального вектора плоскости   есть коэффициенты при переменных x, 
y, z. В результате координаты нормального вектора есть числа вида: 

);;(n 543  . 
Уравнение плоскости, заданной точкой и нормальным вектором 

в общем виде записывается: 
А(х – х0) + В(у – у0) + С(z – z0)=0, 

где ( )z;y;x 000 – координаты точки, принадлежащей плоскости; 
(А;В;С) – координаты нормального вектора. 

Подставим значения в уравнение: 
0153423  )z()y()x( , 

013543  zyx . 

n  
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Задача 2.2.5. Составьте уравнение плоскости  , которая прохо-
дит через точки А(-3;2;1), В(-1;0;2) и перпендикулярно плоскости   с 
уравнением: 4x-3y+7z-1=0 (рис. 2.2.2). 

 
Рис. 2.2.2 

 

Решение. Так как по условию задачи плоскость   перпендику-
лярна плоскости  , то нормальный (перпендикулярный) вектор плос-
кости   будет являться направляющим (параллельным) вектором 
плоскости  . Вторым направляющим вектором плоскости   можно 
считать вектор АВ , так как вектор, лежащий в плоскости   также 
считается направляющим (параллельным) вектором этой плоскости. 
Таким образом, плоскость   можно задать точкой (в качестве точки, 
принадлежащей плоскости, можно выбрать любую из двух: А или В) 
и двумя направляющими векторами ( n  и АВ ). Координаты вектора 

n  есть коэффициенты при переменных x, y, z в уравнении плоскости 

 . Уравнение плоскости, заданной точкой и двумя направляющими 
векторами, в общем виде записывается: 

0

321

321

000




qqq
ppp

zzyyxx
,  

где ( )z;y;x 000 – координаты точки, принадлежащей плоскости; 
( 321 p;p;p ) – координаты направляющего вектора, )q;q;q( 321  – ко-
ординаты второго направляющего вектора. 

 
 

В 

А 
n  
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Найдем координаты векторов: 
АВ (-1-(-3);0-2;2-1)=(2;-2;1), 

n (4;-3;7). 

В качестве точки, принадлежащей плоскости, выберем точку А. 
Подставим эти значения в уравнение: 

0
734
122

123





 zy)(x
, 

012210311  )z()y()x( , 
01521011  zyx . 

Задача 2.2.6. Найдите расстояние от точки А(-2;1;1) до плоско-
сти   с уравнением:  01432  zyx . 

Решение. Расстояние от точки до плоскости можно вычислить 
по формуле: 

222
000

CBA

DCzByАx
d ,A




 , 

где 0 DCzByAx  – уравнение плоскости  , ( 000 z;y;x ) – ко-
ординаты точки, от которой ищем расстояние до плоскости. 

Подставим в последнюю формулу данные в задаче значения: 

29
4

29
4

432

1141322
222










)(

)(
d ,A . 

Таким образом, расстояние от точки А до плоскости   состав-

ляет 
29
4 . 

Задача 2.2.7. Найти расстояние между двумя параллельными 
плоскостями, заданными своими уравнениями:  

 : 2x-3y+4z+2=0, 
: 4x-6y+8z+5=0. 

Решение. Расстояние между плоскостями можно отыскать в 
случае их параллельности. Условием параллельности двух плоско-
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стей является пропорциональность соответствующих коэффициентов, 
стоящих при x, y, z. Проверим выполнимость этого условия: 

8
4

6
3

4
2





 . 

Так как равенство выполняется, следовательно, плоскости   и   
параллельны. Чтобы отыскать расстояние между плоскостями, нужно 
найти точку, принадлежащую одной плоскости и расстояние от этой 
точки до второй плоскости по формуле, используемой в предыдущей 
задаче. 

Найдем координаты точки, принадлежащей плоскости  . В ка-
честве таковой можно выбрать точку с координатами А(1;0;-1). Дей-
ствительно, если подставить эти значения в уравнение плоскости  , 
то получится верное равенство. Координаты точки А были найдены 

методом подбора. Так, например, точка с координатами (0;0;-
2
1 ) так-

же принадлежит плоскости   и может быть взята как точка А.  
Расстояние от точки А до плоскости   найдём по формуле: 

222
000

CBA

DCzByAx
d ,A




 , где 0 DCzByAx  – уравнение 

плоскости  , ( )z;y;x 000 – координаты точки А. 

116
1

864

5180614
222





 

)(

)(
dd ,A, . 

Задача 2.2.8. Найдите угол между плоскостями  и  , если 
плоскости  и   заданы уравнениями: 

: 2x-y+7z-2=0, 
: -x-2y+3z-4=0. 

Решение. Две плоскости, пересекаясь, образуют четыре дву-
гранных угла, попарно равных между собой. Один из них равен углу 
между нормальными векторами плоскостей. За угол между плоско-

стями принимается острый угол, то есть 
2

0 
 . Пусть плоскости 

 и   заданы уравнениями: 
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: А1x+B1y+C1z+D1=0, 
: A 2x+B 2y+C 2z+D 2=0. 

Нормальный вектор плоскости  имеет координаты: 
)C;B;A(n 111 , плоскости   имеет координаты: )C;B;A(n 222 . Тогда 

косинус угла между плоскостями будет равен модулю косинуса угла 
между нормальными векторами данных плоскостей: 

)nncos(cos 


 . 

Косинус угла между векторами можно найти с помощью ска-
лярного произведения векторов: 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

CBACBA

CCBBAA
)nncos(cos




 


 . 

Найдём координаты нормальных векторов для нашей задачи: 

);;(n 712  , 

);;(n 321  . 

Найдем косинус угла между плоскостями: 

212
7

216
21

1454
2122

3)2()1(7)1(2

37)2()1()1(2
cos

222222 















. 
Таким образом, угол между плоскостями составляет  

212
7


 arccos . 

 
2.3. Прямая в пространстве 

 
Прежде, чем приступать к рассмотрению задач данного пара-

графа, обратитесь к теоретическому материалу курса лекций пара-
графа 2.2. 
 

Задача 2.3.1. Составьте уравнение прямой, проходящей через 
две точки: А(-2;0;3) и B(1;4;-3).  
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Решение. Данную прямую можно задать двумя точками А и В, 
уравнение которой записывается в виде: 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx












, 
 где ( 111 z;y;x ) и ( 222 z;y;x ) – координаты точек, принадлежащих 
прямой. Подставляя в уравнение координаты точек А и В, получим: 

33
3

04
0

21
2










 zy

)(
)(x , 

6
3

43
2





 zyx . 

Задача 2.3.2. Составьте уравнение прямой, проходящей через 
точки М(5;0;1) и N(5;6;4). 

Решение. Данную прямую можно задать двумя точками М и N. 
Уравнение прямой в пространстве, заданной двумя точками, записы-
вается в виде: 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx










 , 

где ( 111 z;y;x ) и ( 222 z;y;x ) – координаты точек, принадлежащих 
прямой. 

Подставим в уравнение данные задачи: 

14
1

06
0

55
5










 zyx , 

3
1

60
5 


 zyx . 

Получили каноническое уравнение прямой. Выражение  
0

5x  

условно, оно означает, что 05 x  и координаты направляющего 
вектора прямой: а  (0; 6; 3). 

Задача 2.3.3. Составьте уравнение прямой, проходящей через 
точку А(-3;1;2) и параллельно вектору а (-3;4;2). 

Решение. Прямую можно задать точкой А и направляющим (па-
раллельным) вектором а . Уравнение прямой, заданной точкой  и 
направляющим вектором, в общем виде записывается: 
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p
zz

n
yy

m
xx 000 





 ,  

где ( )z;y;x 000 – координаты точки, принадлежащей плоскости; ( p;n;m ) 

– координаты направляющего вектора. 
Такое уравнение называется каноническим уравнением прямой. 
Подставим данные задачи в уравнение: 

2
2

4
1

3
3 






 zy)(x , 

2
2

4
1

3
3 






 zyx . 

Задача 2.3.4. Составьте уравнение прямой  , проходящей через 
точку А(-1;2;3) и параллельно другой прямой а, с уравнением:   

2
1

3
2

1
1 






 zyx  (рис. 2.3.1). 

 
Рис. 2.3.1 

 
Решение. Прямая   параллельна данной прямой а, поэтому 

направляющий (параллельный) вектор прямой а будет являться 
направляющим вектором и прямой  . В этой связи прямую   можно 
задать точкой А и направляющим вектором р  с координатами р (-
1;3;2). 

Уравнение прямой, заданной точкой и направляющим вектором, 
в общем виде записывается: 

p
zz

n
yy

m
xx 000 





 ,  

p  

a  
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где ( )z;y;x 000  – координаты точки, принадлежащей плоскости; ( p;n;m ) 
– координаты направляющего вектора. 

Составим уравнение прямой  : 

2
3

3
2

1
1 






 zy)(x , 

2
3

3
2

1
1 






 zyx . 

 
2.4. Задачи для самостоятельного решения 

 

Задача 2.4.1. Составьте уравнение прямой, проходящей через 
точки Р(-3;2) и О(0;0). 

Ответ: 032  yx . 
Задача 2.4.2. Дан треугольник КРС, где точки имеют координа-

ты К(2;1), Р(-3;4), С(0;-3). Составьте уравнение прямых КР, РС, КМ, 
где М – середина отрезка РС. 

Ответ: 1) КР: 01153  yx ; 
2) РС: 0937  yx ; 

3) КМ: 0525350  ?y,x, . 
Задача 2.4.3. Составьте уравнение прямой, проходящей через 

точку А(5;4) и параллельно вектору ВС , где В(-1;3), С(-2;1). 
Ответ: 062  yx . 

Задача 2.4.4. Составьте уравнение прямой, проходящей через 
точку О(-1;2) и перпендикулярно вектору АВ , где А(-3;1), В(-4;1). 

Ответ: 01x . 
Задача 2.4.5. Даны три точки А(1;1), С(4;5), К(-3;1). Найдите 

расстояние от точки К до прямой АС. 
Ответ: d=3,2. 

Задача 2.4.6. Даны две прямые с уравнениями: 
0432  yx , 
0143  yx . 
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Определите величину угла между ними. 

Ответ: 
135

6


cos   

Задача 2.4.7. Составьте уравнение плоскости, проходящей через 
точки А(-3;1;2), В(-2;1;0) и С(-1;5;7). 

Ответ: 025498  zyx . 
Задача 2.4.8. Составьте уравнение плоскости, проходящей через 

точку С(-3;1;1) и параллельно векторам АВ  и КМ , где А(1;1;2),      
В(-2;1;1), К(-4;1;0), М(1;-1;7). 

Ответ: 0286162  zyx . 
Задача 2.4.9. Составьте уравнение плоскости, проходящей через 

точку С(1;2;1) и перпендикулярно вектору АВ , где А(1;2;-4),            
В(-3;1;1). Найдите расстояние от точки А до данной плоскости.  

Ответ: 1) 0154  zyx ; 

2) 
42

25
d . 

Задача 2.4.10. Составьте уравнение прямой, проходящей через 
точки А(1;2;-4), В(-3;1;1). 

Ответ: 
5

4
1
2

4
1 







 zyx . 

Задача 2.4.11. Составьте уравнение прямой, проходящей через 
точку М(1;2;1) и параллельно вектору АВ , где А(1;-2;3), В(-1;2;0). 

Ответ: 
3
1

4
2

2
1









 zyx . 

Задача 2.4.12. Составьте уравнение прямой, проходящей через 
точку Р(1;1;-2) и параллельно другой прямой с уравнением: 

2
1

4
1

1
2








 zyx . 

Ответ:
2
2

4
1

1
1








 zyx . 
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ГЛАВА 3. ЛИНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА.  
ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 
3.1. Кривые второго порядка 

 
Прежде чем приступить к рассмотрению задач данного парагра-

фа, обратите внимание на теоретические вопросы курса лекций по 
аналитической геометрии параграфа 3.1 и 3.2. 

 
Задача 3.1.1. Установите тип кривой, постройте её и определите 

все характеристики для данной кривой: 064164 22  yx . 
Решение. 1) Так как произведение коэффициентов 164 BA  

положительно, то это уравнение эллиптического типа (см. таблицу 
классификации кривых), следовательно, оно может определять или 
эллипс, или мнимый эллипс, или точку.   

2) Приведем данное уравнение к каноническому виду. Для этого 
перенесем свободное слагаемое в правую часть равенства и поделим 
на него обе части равенства: 

64164 22  yx ; 

64
64

64
16

64
4 22


yx

; 

1
416

22


yx

 

Получили каноническое уравнение эллипса вида: 12

2

2

2


b
y

a
x . 

3) Найдём основные числовые характеристики эллипса: 
а) а = 4 – большая полуось эллипса; b = 2 – малая полуось эл-

липса;  

b) расстояние от центра до фокуса 
22 bac  , то есть 

3212416 c ; 

с) эксцентриситет эллипса: 
2
3

4
32


a
c . 
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4) Найдем координаты замечательных точек и уравнения заме-
чательных прямых: 

a) центр кривой есть точка с координатами О(0;0); 
b) уравнения осей симметрии кривой: ось OX с уравнением 

0y – большая ось, ось OY с уравнением 0x – меньшая ось; 
с) вершины эллипса: );();a(A 0401  ; );();a(A 0402  ; 

);()b;(B 2001  ; );()b;(B 2002  ; 

d) фокусы: );c(F 01  = );( 032 ; );c(F 02 = );( 032  
e) директрисы эллипса: 




ax:1 ;

2
3

4
x ;  

3
8

x  . 




ax:2 ; 

2
3

4
x ; 

3
8

x . 

5) Выполним построение кривой (рис. 3.1.1): 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 3.1.1 
 

Задача 3.1.2. Установите тип кривой, постройте её. Определите 
все характеристики для данной кривой: 0225925 22  yx . 

Решение. 1) Так как произведение коэффициентов 925 BA  
положительно, то это уравнение эллиптического типа (см. таблицу 

х 

ℓ 1  

4  

y 

2 

-2 

 
4  

F2 F 1  

ℓ 2  

0 
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классификации кривых), следовательно, оно может определять или 
эллипс, или мнимый эллипс, или точку.   

2) Приведем данное уравнение к каноническому виду. Для этого 
перенесем свободное слагаемое в правую часть равенства и поделим 
на него обе части равенства на 225: 

225925 22  yx  

225
225

225
9

225
25 22


yx  

1
259

22


yx  

Получили каноническое уравнение эллипса вида: 12

2

2

2


b
y

a
x . 

3) Определим основные числовые характеристики эллипса: 
а) а = 3 – малая полуось эллипса; b = 5 – большая полуось эл-

липса;  

b) расстояние от центра до фокуса 22 abc  , то есть 
416925 c ; 

с) эксцентриситет эллипса: 80
5
4 ,

b
c

 . 

4) Найдем координаты замечательных точек и уравнения заме-
чательных прямых: 

a) центр кривой есть точка с координатами О(0;0); 
b) уравнения осей симметрии кривой: ось OX с уравнением 

0y – меньшая ось, ось OY с уравнением 0x – большая ось; 
с) вершины эллипса: );();a(A 0301  ; );();a(A 0302  ; 

);()b;(B 5001  ; );()b;(B 5002  ; 
d) фокусы: )c;(F 01 = );( 40  ; )c;(F 02 = );( 40 ; 

e) директрисы эллипса: 



by:1 ; 

4
25

y  




by:2 ; 
4
25

y . 
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5) Выполним построение кривой (рис. 3.1.2): 

 
Рис. 3.1.2 

 

Задача 3.1.3. Установите тип кривой, определите все характери-
стики для неё и выполните построение: 0144169 22  yx . 

Решение. 1) Так как произведение коэффициентов 
)(BA 169   отрицательно, то это уравнение гиперболического 

типа (см. таблицу классификации кривых), следовательно, оно может 
определять или гиперболу, или пару пересекающихся прямых.  

2) Приведем данное уравнение к каноническому виду. Для этого 
свободное слагаемое перенесем в правую часть равенства, а затем по-
делим обе части равенства на 144: 

144169 22  yx ; 

1
144

16
144
9 22


yx

; 

1
916

22


yx

. 

x 

y 

3 - 3 

5 

- 5 

F2 

F1 

ℓ2 

ℓ1 

25/4 

-25/4 
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Получили каноническое уравнение гиперболы вида 12

2

2

2


b
y

a
x . 

3) Определим основные числовые характеристики гиперболы: 
а) a = 4 – действительная полуось гиперболы; b = 3 – мнимая по-

луось гиперболы; 

b) расстояние от центра до фокуса 22 bac  = 525916  ; 

c) эксцентриситет гиперболы: 
4
5


a
c . 

4) Найдем координаты замечательных точек и уравнения заме-
чательных прямых: 

a) центр кривой – точка с координатами О(0;0); 
b) уравнения осей симметрии гиперболы: прямая с уравнением   

y = 0 – действительная ось, а прямая с уравнением x = 0 – мнимая ось 
симметрии кривой; 

c) вершины гиперболы: A1(-a;0) = (-4;0); A 2 (a;0) = (4;0); 
d) координаты фокусов );c(F 01  , то есть );(F 051  ; );c(F 02 , то 

есть );(F 052 . 
e) составим уравнения директрис гиперболы:  




ax:1  или 

4
5
4

1 x:  ; 
5

16
x . 




ax:2   или 

4
5
4

2 x: ; 
5

16
x . 

f) составим уравнения асимптот гиперболы: 

x
a
by 1    и  x

a
by 2 . 

Для нашей гиперболы:  xy
4
3

1   и xy
4
3

2  . 

5) Выполним построение кривой (рис. 3.1.3): 
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Рис. 3.1.3 
 
Задача 3.1.4. Установите тип кривой, определите все характери-

стики для неё и выполните построение: 
05761636 22  xy . 

Решение. 1) Так как произведение коэффициентов )(BA 3616   
отрицательно, то это уравнение гиперболического типа (см. таблицу 
классификации кривых), следовательно, оно может определять или 
гиперболу, или пару пересекающихся прямых.  

2) Приведем данное уравнение к каноническому виду. Для этого 
свободное слагаемое перенесем в правую часть равенства и поделим 
обе части равенства на 576. 

5761636 22  xy ; 

1
576

16
576

36 22






 xy ; 

1
3616

22


xy . 

Получили каноническое уравнение гиперболы вида 12

2

2

2


a
x

b
y  

(или, что то же самое, 12

2

2

2


b
y

a
x ). 

3 

-3 

ℓ2 ℓ1 

x 

y 

F1 

 

-5 

F2 

 

5 
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3) Определим основные числовые характеристики гиперболы:    
a) а = 6 – мнимая полуось; b = 4 – действительная полуось; 

b) расстояние от центра до фокуса: 22 abc  , 
521636 c ; 

c) эксцентриситет гиперболы: 
4
52


b
c  . 

4) Найдем координаты замечательных точек и уравнения заме-
чательных прямых: 

a) центр кривой – точка с координатами О(0;0); 
b) уравнения осей симметрии гиперболы: прямая с уравнением  

x = 0 – мнимая ось, прямая y = 0 – действительная ось; 
c) вершины гиперболы: B1(0;-b) = (0;-4) и B 2 (0;b) = (0;4); 
d) координаты фокусов: )c;(F 01 ; )c;(F 02 , таким образом: 

);(F 5201  ; );(F 5202 ; 
e) составим уравнения директрис гиперболы: 




by:1 , 



by:2  . Для нашей гиперболы 

4
52
4

1 y:  или 
52

16
y ; 

4
52
4

2 y:  или 
52

16
y ; 

f) составим уравнения асимптот гиперболы: 

x
a
by 1    и  x

a
by 2 . 

Для данной гиперболы: 

xy
6
4

1  ;  xy
6
4

2  . 

5) Выполним построение кривой (рис. 3.1.4): 
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Рис. 3.1.4 
 

Задача 3.1.5. Определить тип кривой, все характеристики для 
неё и построить её: xy 82  . 

Решение. 1) Так как произведение коэффициентов 10 BA  
равно нулю, то это уравнение параболического типа (см. таблицу 
классификации кривых), следовательно, оно может определять или 
параболу, или пару параллельных прямых, или пару мнимых парал-
лельных прямых, или пару совпадающих параллельных прямых. 

2) Данное уравнение есть каноническое уравнение параболы ви-
да: pxy 22  . 

3) Определим числовую характеристику параболы: 82 p    
4p  – параметр параболы.  
4) Найдем координаты замечательных точек и уравнения заме-

чательных прямых параболы: 
a) парабола не имеет центра симметрии; 
b) осью симметрии параболы является прямая y = 0; 
c) вершиной параболы является точка О(0;0); 

ℓ2 

ℓ1 

x 

y 

F2   52  

F1      - 52  

4 

-4 

-6 6 
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d) фокусом параболы является точка F( 0
2

;p ) = (2;0); 

e) директрисой является прямая с уравнением  : x = 
2
p

  или      

x = -2. 
5) Выполним построение (рис. 3.1.5): 

 
Рис. 3.1.5 

 

Задача 3.1.6. Определите тип кривой, постройте её и найдите все 
характеристики: 

011161849 22  yxyx . 
Решение. 1) Так как произведение коэффициентов 49 BA  

положительно, то это уравнение эллиптического типа, следовательно, 
оно может определять или эллипс, или мнимый эллипс, или точку.   

2) Определим каноническое уравнение кривой. Для этого выде-
лим полные квадраты: 

011164189 22  )yy()xx( , 

0114429 22  )yy()xx( , 

01144441129 22  )yy()xx( , 

011164449129 22  )yy()xx( , 

-2 

4 

0 
F 

2 

x 

y 
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0362419 22  )y()x( , 

362419 22  )y()x( . 
Поделим обе части последнего равенства на 36: 

1
36

24
36

19 22





 )y()x( , 

1
9

2
4
1 22





 )y()x( . 

Последнее равенство есть каноническое уравнение эллипса вида: 

12

2
0

2

2
0 





b

)yy(
a

)xx( , 

где точка с координатами );x( 00 y  – центр эллипса. 
Перейдем к новой системе координат YOX  :  








2
1

yy
xx

, 

Тогда наше уравнение примет вид: 

1
94

22





 )y()x( . 

Теперь хорошо видно, что данное уравнение определяет эллипс. 
3) Найдем основные числовые характеристики эллипса: 
a) a = 2 – меньшая полуось эллипса, b = 3 – большая полуось эл-

липса; 

b) расстояние от центра до фокуса: 22 abc  = 549  ; 

c) эксцентриситет эллипса: 
b
c

 ; 
3
5

 . 

4) Найдем координаты замечательных точек и уравнения заме-
чательных прямых сначала в системе координат YOX  , а затем, 

пользуясь формулами перехода 






2
1

yy
xx

, в данной системе ко-

ординат XOY . 
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a) центр кривой: O (0;0): 







0
0

y
x ; 








02
01

y
x ; 








2
1

y
x . Таким 

образом, координаты центра эллипса Oв данной системе координат 
XOY будут: O (1;-2). 

b) уравнения осей симметрии: эллипс имеет большую ось сим-
метрии с уравнением в системе координат YOX  : y=0 и меньшую 
ось симметрии: 0x . С учетом формул перехода: 2y  – уравне-
ние большей оси симметрии эллипса в данной системе координат 
XOY , а 1x  – уравнение меньшей оси симметрии; 

c) вершины эллипса: 

);a(A 01  : 







0
2

y
x

, 






02
21

y
x

, 







2
1

y
x

 , то есть );(A 211  ; 

);a(A 02 : 







0
2

y
x

, 







02
21

y
x

, 







2
3

y
x

, );(A 232  ;  

)b;(B 01 : 







3
0

y
x

 , 







32
01

y
x

, 







5
1

y
x

, );(B 511  ; 

)b;(B 02 : 







3
0

y
x , 








32
01

y
x

, 







1
1

y
x

, );(B 112 . 

d) фокусы эллипса: 

)c;(F 01 : 








5

0

y
x

, 








52

01

y
x

, 








52

1

y
x

,    то есть );(F 5211  ; 

)c;(F 02 : 










5

0

y

x
, 








52

01

y
x

, 








52

1

y
x

, то есть );(F 5212  . 

e) уравнения директрис: :,21  



by  или 

3
5

3
y , то есть 

5
9

y . В данной системе координат XOY  уравнения директрис 
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примут вид: 
5

92 y , или 2
5

9
y . Вторая директриса в си-

стеме координат будет иметь вид: 
5

92 y  или 2
5

9
y . 

5) Осуществим сводку полученных результатов в таблице 3.1.1: 
 

Таблица 3.1.1 
 

Характеристики 
кривой 

Система координат 
yox   

Система координат 
xoy  

Уравнение кривой 
1

9
)(

4
)( 22





 yx

 
1

9
)2(

4
)1( 22





 yx

 
Полуоси а = 2 – меньшая полуось; b = 3 – большая полуось 
Расстояние от цен-
тра до фокуса 

5c  

Эксцентриситет 

3
5


 

Центр кривой o (0; 0) o  (1;-2) 
 

Вершины )0;2(1 A , )0;2(2A , )3;0(1 B , 
)3;0(2B  

)2;1(1 A , )2;3(2 A , )5;1(1 B , 
)1;1(2B  

Фокусы )5;0(1 F ; )5;0(2F  )25;1(1 F ;   
)25;1(2 F  

 
 

Директрисы 
:2,1  5

9
y

 
 
 

:2,1
2

5
9
y

 

6) Выполним построение кривой (рис. 3.1.6): 
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Рис. 3.1.6 

 

Задача 3.1.7. Определите тип кривой, постройте её и найдите все 
характеристики: 

01243236169 22  yxyx . 
Решение. 1) Так как произведение коэффициентов )(BA 169   

отрицательно, то это уравнение гиперболического типа, следователь-
но, оно может определять или гиперболу, или пару пересекающихся 
прямых. 

2) Определим каноническое уравнение кривой. Для этого выде-
лим полные квадраты: 

0124)3216()369( 22  yyxx  
0124)2(16)4(9 22  yyxx  

0124)112(16)444(9 22  yyxx  
012416)12(1636)44(9 22  yyxx  

012416)1(1636)2(9 22  yx  
0144)1(16)2(9 22  yx  

144)1(16)2(9 22  yx . 
Поделим обе части равенства на 144: 

y’ 
y 

x’ 

x 

-2 

1 О 

О

F 1  

F 2  
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1
144

116
144

29 22





 )y()x( ; 

1
9

1
16

2 22





 )y()x( . 

Последнее равенство есть каноническое уравнение гиперболы 
вида: 

12

2
0

2

2
0 





b

)yy(
a

)xx( , 

где точка с координатами );x( 00 y  – центр гиперболы. 
Перейдём к новой системе координат YOX  : 








1
2

yy
xx

. 

Тогда уравнение кривой примет вид: 

1
916

22





 )y()x( . 

3) Найдем числовые характеристики кривой.  
a) a = 4 – действительная полуось гиперболы, b = 3 – мнимая по-

луось гиперболы; 

b) расстояние от центра до фокуса: 22 abc  , 
525916 c ; 

c) эксцентриситет гиперболы: 
a
c

 ;      
4
5

 . 

4) Найдем координаты замечательных точек и уравнения заме-
чательных прямых сначала в системе координат YOX  , а затем, 

пользуясь формулами перехода 







1
2

yy
xx

, в данной системе коорди-

нат XOY . 
a) центр кривой – точка );(О 00 – в системе координат YOX  . 

Найдем координаты центра в системе координат XOY : 







01
02

y
x

, 
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или 







1
2

y
x

. Таким образом, центр имеет координаты O (2;-1) в си-

стеме координат XOY ; 
b) уравнения осей симметрии: данная гипербола имеет действитель-

ную ось симметрии с уравнением в системе координат YOX  : y  = 0 и 
мнимую ось симметрии с уравнением: 0x . С учетом формул пере-
хода: 1y  – уравнение действительной оси симметрии кривой в 
данной системе координат XOY , а 2x  – уравнение мнимой оси 
симметрии; 

c) вершины гиперболы:  

);a(A 01  : 







0
4

y
x

, 






01

42
y
x

, 







1
2

y
x

 , то есть );(A 121   – 

координаты первой вершины в системе координат XOY ; 

);a(A 02 : 







0
4

y
x

, 







01
42

y
x

, 







1
6

y
x

, );(A 162  – координаты 

второй вершины в системе координат XOY ; 
d) фокусы эллипса: 

);c(F 01  : 







0
5

y
x

, 






01

52
y
x

, 







1
3

y
x

, то есть );(F 131  – ко-

ординаты фокуса в системе координат XOY ; 

);c(F 02 : 







0
5

y
x

, 







01
52

y
x

, 







1
7

y
x

, то есть );(F 172  – коорди-

наты фокуса в системе координат XOY ; 

e) уравнения директрис: :,21  



ax  или 

4
5
4

x , то есть 

5
16

x . В данной системе координат XOY  уравнения директрис 

примут вид: 
5

162 x , или 2
5

16
x . Вторая директриса в систе-

ме координат будет иметь вид: 
5

162 x  или 2
5

16
x ; 
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f) уравнения асимптот:  

x
a
by 1    и  x

a
by 2  

Для данной гиперболы: 

xy 
3
4

1 ;  xy 
6
4

2 . 

Найдём уравнения асимптот гиперболы в системе координат 
XOY . 

)x(y 2
3
41   или 

3
5

3
4

 xy . 

Вторая асимптота: )x(y 2
3
41   или 

3
11

3
4

 xy . 

5) Осуществим сводку полученных результатов в таблице 3.1.2: 
 

Таблица 3.1.2 
Характеристики 

кривой 
Система координат yox   Система координат xoy  

Уравнение кри-
вой 

1
9
)(

16
)( 22





 yx

 1
9

)1(
16

)2( 22





 yx

 
Полуоси а = 4– действительная полуось; b = 3 – мнимая полуось 
Расстояние от 
центра до фокуса 

5c  

Эксцентриситет 

 4
5


  

Центр кривой o (0; 0) o  (2;-1) 
 

Вершины )0;4(1 A , )0;4(2A  )1;2(1 A , )1;6(2 A  
Фокусы )0;5(1 F ; )0;5(2F  )1;3(1 F , )1;7(2 F  
Директрисы 

5
16

x
 

2
5

16
x

; 
2

5
16

x
 

Асимптоты xy 
3
4

1 ; 
xy 

6
4

2 . 3
5

3
4

 xy
; 3

11
3
4

 xy
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6) Выполним построение кривой (рис. 3.1.7): 

 
Рис. 3.1.7 

 
Задача 3.1.8. Определите тип кривой, постройте её и найдите все 

характеристики: 
01342  xyy . 

Решение. 1) Так как произведение коэффициентов 10 BA  
равно нулю, то это уравнение параболического типа, следовательно, 
оно может определять или параболу, или пару параллельных прямых, 
или пару мнимых параллельных прямых, или пару совпадающих па-
раллельных прямых; 

2) Определим каноническое уравнение кривой. Для этого сгруп-
пируем слагаемые следующим образом: 

013)4( 2  xyy  
0134)44( 2  xyy  

033)2( 2  xy  
33)2( 2  xy  
)1(3)2( 2  xy . 

у’ 

у 

x 
2 

x’ 
-1 

O’ 

O 
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Перейдём к новой системе координат YOX  , сделаем замену вида: 








2
1

yy
xx

, тогда уравнение примет вид: 

x)y(  32 . 
Теперь хорошо видно, что данное уравнение определяет параболу.  
3) Определим числовую характеристику параболы: 32 p    

2
3

p  – параметр параболы. 

4) Найдем координаты замечательных точек и уравнения заме-
чательных прямых параболы: 

a) парабола не имеет центра симметрии; 
b) осью симметрии параболы является прямая 0x . Найдем 

уравнение оси симметрии в системе координат XOY : 02 x  или 
2x ; 

c) вершиной параболы является точка с координатами O (0;0) в 
системе координат YOX  . Найдем координаты вершины в системе 

координат XOY : 







0
0

y
x

, 







02
01

y
x

, 






2
1

y
x

. Таким образом, коорди-

наты центра: O (-1;2) – в системе координат XOY ; 

d) фокусом параболы является точка F( 0
2

;p )=(
4
3 ;0) – в системе 

координат YOX  . 










0
4
3

y

x
, 










02
4
31

y

x
, 










2
4
1

y

x
, то есть F(

4
1

 ;2) – в 

XOY ; 

e) директрисой является прямая с уравнением  : 
2
px   или 

4
3

x . В системе XOY : 
4
31 x , или 

4
7

x . 

5) Выполним построение параболы (рис. 3.1.8) 
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Рис. 3.1.8 
 

3.2. Поверхности второго порядка 
 
Прежде, чем приступить к выполнению задач данного парагра-

фа, необходимо рассмотреть теоретический материал параграфа 3.3 
курса лекций по аналитической геометрии.  

 
Задача 3.2.1. Определите тип поверхности и постройте её: 

1
36916

222


zyx . 

Решение. Данное уравнение представляет собой каноническое 
уравнение поверхности (П) второго порядка – эллипсоида. Для его 
построения воспользуемся методом параллельных сечений, то есть 
рассмотрим сечения данной поверхности координатными плоскостя-

1 

-1 
0 

F 

2 

x 

x’ 

y 
y’ 

ℓ 
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ми (или плоскостями параллельными координатным). По виду сече-
ний восстановим вид самой поверхности.  

1) Рассмотрим сечение данной поверхности П плоскостью XOY: 
Уравнение плоскости XOY: z = 0. Подставим это значение в 

уравнение поверхности: 










1
36916

0
222 zyx

z
,  

получим: 

1
916

22


yx . 

Данное уравнение определяет в плоскости XOY кривую второго 
порядка – эллипс. 

2) Рассмотрим сечение данной поверхности П плоскостью YOZ. 

Её уравнение x = 0:  










1
36916

0
222 zyx

x
,  

получим 

1
369

22


zy . 

Данное уравнение определяет в плоскости YOZ кривую второго 
порядка – эллипс. 

3) Рассмотрим сечение данной поверхности П плоскостью XOZ. 

Её уравнение y = 0: 










1
36916

0
222 zyx

y
,  

получим: 

1
3616

22


zx . 

Данное уравнение определяет в плоскости XOZ кривую второго 
порядка – эллипс. 

Выполним построение данной поверхности (рис. 3.2.1): 



 72

 
 

Рис. 3.2.1 
 

Задача 3.2.2. Определите тип поверхности и постройте её: 

1
16254

222


zyx . 

Решение. Данное уравнение представляет собой каноническое 
уравнение поверхности (П) второго порядка – двуполостного гипер-
болоида. Выполним построение данной поверхности методом парал-
лельных сечений. 

1) XOYП  : 










1
16254

0
222 zyx

z
,  

получим: 

1
254

22


yx  или  1
425

22


xy . 

Получили в плоскости XOY каноническое уравнение кривой 
второго порядка – гиперболы. 
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2) XOZП  : 










1
16254

0
222 zyx

y
 ,  

получим:  

1
164

22


zx  – 

данному уравнению не удовлетворяет ни одна точка плоскости, то 
есть с плоскостью XOZ данная поверхность не пересекается.  

3) YOZП  : 










1
16254

0
222 zyx

x
,  

Получим: 

1
1625

22


zy  или 1
1625

22


zy . 

Получили в плоскости YOZ каноническое уравнение кривой 
второго порядка – гиперболы. 

4) Рассмотрим сечение данной поверхности вспомогательными 
плоскостями, параллельными плоскости XOZ. Уравнениями таких плос-
костей будут уравнения вида: y=h и y=-h (где h >5). Пусть h= 7. Тогда: 











1
16254

7
222 zyx

y
, 

получим: 

1
1625

49
4

22


zx  или 
25
24

164

22


zx . 

Поделив обе части последнего равенства на 
25
24 , получим кано-

ническое уравнение кривой второго порядка – эллипса. Таким обра-
зом, при пересечении поверхности плоскостями, параллельными 
плоскости XOZ, в сечениях будем получать эллипсы.  

Выполним построение данной поверхности (рис. 3.2.2): 
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Рис. 3.2.2 
 
Задача 3.2.3. Определите тип поверхности и постройте её: 

94

22 yxz  . 

Решение. Данное уравнение представляет собой каноническое 
уравнение поверхности (П) второго порядка – эллиптического пара-
болоида. Выполним построение данной поверхности методом парал-
лельных сечений. 

1) XOYП  : 










94

0
22 yxz

z
,  

получим: 

0
94

22


yx . 

Данное уравнение в плоскости XOY определяет одну точку с 
координатами О(0;0). 

2) XOZП  : 










94

0
22 yxz

y
 ,  
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получим: 

4

2xz   или zx 42   

Вывели в плоскости XOZ каноническое уравнение кривой вто-
рого порядка – параболы, симметричной относительно оси OZ. 

3) YOZП  : 










94

0
22 yxz

x
,  

получим 

9

2yz   или zy 92  – 

в плоскости YOZ каноническое уравнение параболы, симметричной 
относительно оси OZ. 

4) Рассмотрим сечение данной поверхности вспомогательной 
плоскостью, параллельной плоскости XOY. Уравнением такой плос-
кости будет z = h (причем h > 0).   











94

2
22 yxz

z
 , 

получим: 

2
94

22


yx . 

Поделив обе части последнего равенства на 2, вывели канониче-
ское уравнение кривой второго порядка – эллипса. Таким образом, 
при пересечении данной поверхности плоскостями, параллельными 
плоскости XOY, в сечениях будут получаться эллипсы.  

Выполним построение поверхности (рис. 3.2.3): 
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Рис. 3.2.3 
 
Задача 3.2.4. Определите тип поверхности и постройте её: 

1
169

22


zx . 

Решение. Данное уравнение представляет собой каноническое 
уравнение поверхности (П) второго порядка – эллиптического цилин-
дра. Выполним построение данной поверхности методом параллель-
ных сечений. 

1) XOZП  : 










1
169

0
22 zx

y
,  

получим: 

1
169

22


zx  – 

каноническое уравнение кривой второго порядка – эллипса – в плос-
кости XOZ. 

2) XOYП  : 










1
169

0
22 zx

z
,  
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получим: 

1
9

2


x , или 92 x , или 3x . 

В плоскости XOY вывели уравнения двух параллельных прямых. 

3) YOZП  : 










1
169

0
22 zx

x
,  

получим: 

1
16

2


z , или 162 z , или 4z . 

В плоскости YOZ получили уравнения двух параллельных прямых. 
4) Рассмотрим сечение данной поверхности вспомогательными 

плоскостями, параллельными плоскости XOZ. Уравнениями таких 
плоскостей будут вида: y = h и y = -h (причем h – любое). Пусть h = 4.  











1
169

4
22 zx

y
, 

получим: 

1
169

22


zx  – 

каноническое уравнение эллипса в плоскостях 4y , параллельных 
плоскости XOZ.  

Выполним построение поверхности (рис. 3.2.4): 
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Рис. 3.2.4 
Задача 3.2.5. Определите тип поверхности и постройте её: 

22 yz  . 
Решение. Данное уравнение представляет собой каноническое 

уравнение поверхности (П) второго порядка – параболического ци-
линдра. Выполним построение данной поверхности методом парал-
лельных сечений. 

1) XOYП  : 







22

0

yz

z
,  

получим: 
02 2 y , или 0y . 

Вывели в плоскости XOY уравнение прямой, совпадающей с 
осью OX. Таким образом, ось OX принадлежит нашей поверхности. 

2) XOZП  : 







22

0

yz

y
,  

получим: 
0z . 

Вывели в плоскости XOZ уравнение прямой, совпадающей с 
осью OX. 

-3 

3 

-4 

4 

y 

z 

x 
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3) YOZП  : 







22

0

yz

x
,  

получим: 
22 yz   – 

каноническое уравнение параболы в плоскости YOZ. 
4) Рассмотрим вспомогательное сечение данной поверхности 

плоскостью, параллельной плоскости YOZ. Уравнение такой плоско-
сти x = h (h – любое).  








22

8

yz

x
, 

получим: 
22 yz  – 

каноническое уравнение параболы в плоскости x = 8, параллельной 
плоскости YOZ.  

Выполним построение поверхности (рис. 3.2.5): 

Рис. 3.2.5 
 

Задача 3.2.6. Определите тип поверхности и постройте её: 

1
916

22


xy . 
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Решение. Данное уравнение представляет собой каноническое 
уравнение поверхности (П) второго порядка – гиперболического ци-
линдра. Выполним построение данной поверхности методом парал-
лельных сечений. 

1) XOZП  : 










1
916

0
22 xy

y
,  

получим: 

1
9

2


x , 92 x . 

Данному уравнению не удовлетворяют координаты ни одной 
точки плоскости XOZ. Таким образом, с плоскостью XOZ данная по-
верхность не пересекается. 

2) XOYП  : 










1
916

0
22 xy

z
,  

получим: 

1
916

22


xy  – 

в плоскости XOY каноническое уравнение кривой второго порядка – 
гиперболы. 

3) YOZП  : 










1
916

0
22 xy

x
,  

получим 

1
16

2


y , или 162 y , или 4y . 

В плоскости YOZ вывели уравнения двух параллельных прямых. 
4) Рассмотрим сечение данной поверхности вспомогательными 

плоскостями, параллельными плоскости YOX. Уравнениями таких 
плоскостей будут вида: z = h и z = -h (причем h – любое). Пусть h = 4.  



 81











1
916

4
22 xy

z
, 

получим: 

1
916

22


xy  – 

каноническое уравнение гиперболы в плоскостях 4z , параллель-
ных плоскости YOX.  

Выполним построение поверхности (рис. 3.2.6): 

Рис. 3.2.6 
 

3.3. Задачи для самостоятельного решения 
 
Задача 3.3.1. Определите тип кривой, все её характеристики и 

выполните построение кривой: 
0100425 22  yx . 

 



 82

Ответ: 1
254

22


yx – гипербола, а = 2, b = 5, );(F),;(F 029029 21  , 

2
29

 , 21, : 
29
4

x  и 
29
4

x , xy 
2
5 . 

Задача 3.3.2. Определите тип кривой, все её характеристики и 
выполните построение: 

0729981 22  yx . 

Ответ: 1
819

22


yx – эллипс, а = 3, b = 9, );(F),;(F 720720 21  , 

9
72

 , 21, : 
72

81
y . 

Задача 3.3.3. Определите тип кривой, все её характеристики и 
постройте её: 

0256644 22  yx . 

Ответ: 1
464

22


yx – эллипс, а = 8, b = 2, );(F),;(F 060060 21  , 

8
60

 , 21, : 
60

64
x  и 

60
64

x   

Задача 3.3.4. Определите тип кривой, её характеристики и по-
стройте её:  

0441949 22  xx . 

Ответ: 1
949

22


xy – гипербола, а = 3, b = 7, );(F),;(F 580580 21  , 

7
58

 , 21, : 
58

49
y  и 

58
49

y , xy 
3
7 . 

Задача 3.3.5. Определите тип кривой, её характеристики и по-
стройте её:  

yx  102 . 
Ответ: парабола с осью симметрии – осью OY, p = 5,  

);(F
2
50 , 

2
5

y . 
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Задача 3.3.6. Определите тип кривой, её характеристики и по-
стройте её:  

xy  62 . 
Ответ: парабола с осью симметрии – осью OX, p = 3, 

);(F 0
2
3 ,

2
3

x   

Задача 3.3.7. Определите тип кривой, её характеристики и по-
стройте её: 

0524032416 22  yxyx . 

Ответ: 1
16

5
4
1 22





 )y()x( – эллипс, а = 2, b = 4, 

);(F);;(F 51215121 21  ; 
4
12

 , 21, : 5
12

16
y .  

Задача 3.3.7. Определите тип кривой, её характеристики и по-
стройте её: 

0653290169 22  yxyx . 

Ответ: 1
9
1

16
5 22





 )y()x( – гипербола, а = 4, b = 3, 

);(F),;(F 11010 21  ,
4
5

 , 21, : 
5
9

x и 
5
41

x ; 15
4
3

 )x(y .   

Задача 3.3.8. Определите тип кривой, её характеристики и по-
стройте её: 

0442  xyy . 

Ответ: )x()y( 142 2  – парабола, p = 2, F(0;2), x = -2. 
Задача 3.3.9. Определите тип поверхности и постройте её: 

1
16925

222


zyx . 

Ответ: двуполостный гиперболоид. 
Задача 3.3.10. Определите тип поверхности и постройте её: 

1625

22 zxy  . 
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Ответ: эллиптический параболоид. 
Задача 3.3.11. Определите тип поверхности и постройте её: 

1
169

22


yx . 

Ответ: эллиптический цилиндр. 
Задача 3.3.12. Определите тип поверхности и постройте её: 

xy  62 . 
Ответ: параболический цилиндр. 
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ГЛАВА 4. НУЛЕВОЙ ВАРИАНТ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ. 
КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 

 
4.1. Нулевой вариант контрольной работы 

 
Задача 4.1.1. Вычислите определитель третьего порядка двумя 

способами: используя правило Саррюса (правило треугольников) и 

разложив его по элементам первой строки: 
132
104
321 

. 

Решение. I способ (правило Саррюса): 

132
104
321 

= 

378304360124113302212334101  )()(
 

II способ (разложение определителя по элементам первой строки): 

132
104
321 

=

373643)012(3)24(2)30(1
32
04

3
12
14

)2(
13
10

1 
 

Задача 4.1.2. Дан треугольник АВС, ВК – медиана треугольника, 
MN – средняя линия треугольника (MN II АС). Точка О – точка пере-
сечения MN и АС. Найдите разложения векторов СМ , NС , СВ , ОВ , 

КМ , АN  через базисные векторы В =  OM;OC  (рис. 4.1.1). 
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Рис. 4.1.1 

 
Решение. 1) Рассмотрим треугольник МОС. Разложим вектор 

СМ  через линейную комбинацию векторов CO  и ОМ .  
СМ = ОМОСОМСО  . 

Таким образом, координаты вектора СМ (-1;1). 
2) Рассмотрим треугольник ONC. Разложим вектор NС  через 

линейную комбинацию векторов NO  и OC : 
OCNONC  . 

Векторы NO  и OM  имеют одинаковое направление и одинако-
вую длину (так как отрезки ОМ и ОN равны между собой). В этой 
связи можно утверждать, что векторы NO =OM . Тогда разложение 

вектора NС  примет вид: 
OCOMNC  . 

Вектор NС  имеет координаты: NС (1;1). 
3) Найдем разложение вектора СВ . Вектор СВ  по длине в два 

раза больше вектора NС , векторы NС  и СВ  противоположно 
направлены. Поэтому можно записать следующее равенство: 

СВ = NC 2 , 

СВ = OCOM)OCOM(  222 . 

Таким образом, координаты вектора CB (-2;-2). 

M O 

B 

A 
 

N 

К C 
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4) Найдём разложение вектора OB . Рассмотрим треугольник 
ОВС. Из данного треугольника: 

CBOCOB  . 
Вектор CB  представлен в виде линейной комбинации базисных 

векторов в третьей части задачи. Подставим его: 

OMOC)OCOM(OCOB  222 . 

Координаты вектора OB (-1;-2). 
5) Вектор KM  представим в виде линейной комбинации векто-

ров KO  и OM : 
ОМКОКМ  . 

Вектор ОМ  является базисным, вектор КО  равен вектору ОВ , 
так как векторы имеют одно направление и длины этих векторов рав-
ны. Вектор ОВ был разложен через базисные векторы в 4-й части за-
дачи, воспользуемся им: 

ОМОСОМОМОСКМ  2 . 
Координаты вектора КМ (-1;-1). 
6) Вектор АN  представим в виде линейной комбинации векто-

ров АС  и СМ : 
NCАССNАСАN  . 

Разложение вектора NС  было получено во второй части задачи. 
Вектор АС  равен вектору МN2 , так как векторы имеют одинаковое 
направление, а длина вектора АС  в два раза больше длины вектора 
МN , так как из школьного курса геометрии известно, что длина 
средней линии треугольника в два раза меньше длины основания. 
Учитывая это, разложение вектора АN  примет вид: 

ОСОМОСОМ)ОМ()ОСОМ(МNАN  5222 . 

Таким образом, координаты вектора АN  (-1;-5). 
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Задача 4.1.3. Дан треугольник АВС. ВК – медиана, ВD – высота. 
Составьте уравнения прямых : 1) BD; 2) ВК; 3) ℓ, такой что В   и        
ℓ II АС. Найдите расстояние от точки В до прямой АС, если точки А, 
В и С имеют координаты: А(-1;2), В(0;4), С(4;3). 

Решение. 1) Прямую ВD можно задать точкой В и нормальным 
вектором АС , так как ВD – высота, а следовательно, перпендикуляр-
на АС. Уравнение прямой, заданной точкой и нормальным вектором, 
где  нормальный вектор имеет координаты n  (А;В), а точка М 
( 00 y;x ), можно записать в виде: 

000  )yy(B)xx(А . 

Найдём координаты вектора АС (4-(-1);3-2) = (5;1). Точка В 
имеет координаты В(0;4). Подставим данные задачи в уравнение: 

04105  )y()x( , 
045  yx . 

2) Прямую ВК можно задать двумя точками: В и К. Координаты 
точки В известны, а координаты точки К можно найти. Точка К явля-
ется серединой отрезка АС. Воспользуемся формулами отыскания се-
редины отрезка: 

2
21 xxxсер


 , 

2
21 yyyсер


 . 

Найдем координаты точки К: 

51
2

41
2

,xxx CA
k 





 ; 

52
2

32
2

,yyy CA
k 





 . 

Таким образом, точка К имеет координаты: К(1,5;2,5). 
Уравнение прямой, заданной двумя точками, представимо в виде: 

. 
Подставим в уравнение координаты точек В и К: 

452
4

051
0








,
y

,
x , 
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51
4

51 ,
y

,
x




 , 

65151  y,x, , 
065151  y,x, . 

3) Прямую   можно задать точкой и направляющим вектором 
АС . Координаты вектора АС  были найдены в первой части задачи: 
АС  (5;1). Точка В имеет координаты (0;4). Если точка В имеет коор-

динаты М( 11 y;x ), а направляющий вектор АС  (m;n), то уравнение 
прямой записывается в виде: 

n
yy

m
xx 11 


 . 

Подставим данные задачи в уравнение: 

1
4

5
0 


 yx , 

0205  yx . 
4) Для отыскания расстояния от точки В до прямой АС необхо-

димо составить уравнение прямой АС. Прямую АС можно задать 
двумя точками: А и С: 

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx






 . 

Подставим координаты точек А и С в уравнение: 

23
2

14
1






 y

)(
)(x , 

1
2

5
1 


 yx , 

0115  yx . 
Воспользуемся формулой отыскания расстояния от точки до 

прямой: 

22
00

BA

CByAx
d




 ,  
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где 0 CyBxA  есть уравнение прямой, до которой ищется 
расстояние, ( 00 y;x ) – координаты точки. Подставим данные задачи: 

26
9

26
9

51

11450
22








AC,Bd . 

Задача 4.1.4. Даны вершины пирамиды А(1;2;3), В(3;5;4), 
С(1;5;2), D(3;4;8). Найдите: 1) V тетраэдра; 

2) площадь грани АВС; 
3) высоту, опущенную из вершины D; 
4) угол между ребрами  АВ и ВС; 
5) составьте уравнение плоскости  , такой что А   и АВ  ; 
6) составьте уравнение плоскости β, такой, что точки А, В, С  ; 

7) составьте уравнение плоскости γ, такой, что ВС  , и γ II AD; 
8) составьте уравнение прямой ℓ, такой, что А  ,   ℓ II BC. 
Решение. 1) Объём тетраэдра АВСD можно найти с использовани-

ем смешанного произведения векторов, на которых построен тетраэдр, 
например: АВ , АС  и АD . Определим координаты этих векторов: 

АВ (3-1;5-2;4-3)=(2;3;1), 
АС (1-1;5-2;2-3)=(0;3;-1), 
АD(3-1;4-2;8-3)=(2;2;5). 

Найдем смешанное произведение этих векторов: 

220466030
522
130

132
 )()(АDАСАВ . 

В результате объем тетраэдра, построенного на векторах АВ , 
АС  и АD , будет равен: 

3
1122

6
122

6
1

ABCDV . 

2) Грань АВС является треугольником. Площадь треугольника 
можно отыскать с помощью векторного произведения векторов, на 
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которых построен треугольник. Найдем векторное произведение век-
торов АВ  и АС . 

  kji
kji

АС;АВ 


 626
130

132 . 

Векторным произведением векторов АВ  и АС  является вектор с 
координатами c  (-6;2;6). Найдем длину вектора c : 

19276626 222  )(c . 

Площадь треугольника равна половине длины векторного про-
изведения векторов АВ  и АС : 

19192
2
1

2
1

 cS ABC . 

3) Для отыскания высоты, опущенной из вершины D, воспользу-
емся формулой объёма тетраэдра: 

HSV оснABCD 
3
1 . 

Из последней формулы выразим H, это и будет искомой длиной 
высоты тетраэдра, опущенной из вершины D: 

осн

ABCD

S
V

H



3

, 

где ABCDV  найден в первой части задачи, ABCосн SS    найдена во вто-
рой части задачи. Подставим эти значения в формулу: 

19
11

19
3

113



H . 

4) Угол между ребрами АВ и ВС можно отыскать как угол меж-
ду векторами ВA  и ВС  с использованием скалярного произведения 
векторов, где ВA(-2;-3;-1) и ВС (-2;0;-2): 
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72
3

74
6

814
6

202132
210322

222222 


















)()(
)()(

BCBA
BCBAcos

. 
Таким образом, угол между ребрами АВ и ВС составит: 

)arccos(
72

3


 . 

5) Составим уравнение плоскости  , задав её точкой А и нор-
мальным вектором AB . Уравнение плоскости   в общем виде имеет 
представлено: 

А(х – х0) + В(у – у0) + С(z – z0)=0,   
где ( )z;y;x 000 – координаты точки, принадлежащей плоскости; 
(А;В;С) – координаты нормального вектора. Подставим известные 
значения в это уравнение: 

0312312  )z()y()x( , 
01132  zyx . 

6) Плоскость   можно задать тремя точками А, В, С. Уравнение 
плоскости, заданной тремя точками А( 111 z;y;x ), В( 222 z;y;x ), 
С( 333 z;y;x ) записывается в общем виде: 

 
Подставим координаты точек в общее уравнение плоскости: 

0
130

132
321




 zyx

, 
0362216  )z()y()x( , 

016626  zyx . 
7) Плоскость   можно задать точкой и двумя направляющими 

векторами. Известно, что точки В и С лежат в плоскости, а значит, в 
качестве точки, принадлежащей плоскости можно выбрать как точку 
В, так и точку С. Одним из направляющих векторов является вектор 
АD , так как он параллелен плоскости  . В качестве второго направ-
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ляющего вектора можно взять вектор BC , так как он лежит в плоско-
сти  , а значит, тоже является направляющим вектором. Уравнение 
плоскости, заданной точкой и двумя направляющими векторами, в 
общем виде выглядит: 

0

321

321

000




qqq
ppp

zzyyxx
,  

где ( )z;y;x 000 – координаты точки, принадлежащей плоскости; 
( 321 p;p;p ) – координаты направляющего вектора, )q;q;q( 321  – ко-
ординаты второго направляющего вектора. 

Координаты векторов АD(2;2;5) и BC (-2;0;-2) известны; точкой, 
принадлежащей плоскости, пусть будет точка В(3;5;4). Подставим 
эти данные в уравнение: 

0
202

522
453




 zyx
, 

0445634  )z()y()x( , 
026464  zyx . 

8) Прямую   можно задать точкой А и направляющим вектором 
BC . Уравнение прямой, заданной точкой и направляющим вектором, 
в общем виде записывается: 

3

0

2

0

1

0

p
zz

p
yy

p
xx 





 ,  

где ( )z;y;x 000 – координаты точки, принадлежащей плоскости; 
( 321 p;p;p ) – координаты направляющего вектора. 

Подставим данные задачи в уравнение: 

2
3

0
2

2
1









 zyx . 

Задача 4.1.5. Установите тип кривой, приведите уравнение кри-
вой к каноническому виду; найдите все её  характеристики. Построй-
те эту кривую, если она задана следующим уравнением: 
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х2 + 2у2 + 2х – 12у – 33 = 0. 
Решение. 1) Произведение коэффициентов 21BA  положи-

тельно, в этой связи данное уравнение может определять либо эл-
липс, либо мнимый эллипс, либо точку. 

2) Приведем уравнение к каноническому виду: 
х2 + 2х + 1 - 1 + 2у2 - 12у - 17 = 0 

(х + 1)2 - 1 + 2(у2 - 6у) - 17 = 0 
(х + 1)2 - 1 + 2(у2 - 6у + 32 – 32) - 17 = 0 
(х + 1)2 - 1 + 2(у2 - 6у + 32) - 18 - 17 = 0 

(х + 1)2 + 2(у - 3)2 - 36 = 0 
(х + 1)2 + 2(у - 3)2 = 36. 

Обе части равенства поделим на 36 и в результате получим: 

1
18

3
36

1 22





 )y()x( . 

В последнем равенстве сделаем замену переменных вида (то 
есть перейдем к новой системе координат YOX  ): 








yy
xx

3
1

. 

В результате получим уравнение кривой вида: 

1
236 2

2

2

2






)(

)y()x( . 

Последнее равенство определяет эллипс. 
3) Найдем основные числовые характеристики эллипса: 
a) a = 6 – большая полуось эллипса, b = 23   – меньшая полу-

ось эллипса; 
b) расстояние от центра до фокуса: 

22 bac  = 231836  ; 

c) эксцентриситет эллипса: 
a
c

 ; 
2
2

6
23



 . 

4) Найдем координаты замечательных точек и уравнения заме-
чательных прямых сначала в системе координат YOX  , а затем, 
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пользуясь формулами перехода 







yy
xx

3
1

, в данной системе коорди-

нат XOY . 

a) центр кривой: O (0;0): 







0
0

y
x

; 







03
01

y
x

 ; 






3

1
y
x

. Таким 

образом, координаты центра эллипса Oв данной системе координат 
XOY будут: O (-1;3); 

b) уравнения осей симметрии: эллипс имеет большую ось сим-
метрии с уравнением в системе координат YOX  : 0x  и меньшую 
ось симметрии: y  = 0. С учетом формул перехода: 1x  – уравне-
ние большей оси симметрии эллипса в данной системе координат 
XOY , а 3y  – уравнение меньшей оси симметрии; 

c) вершины эллипса: 

);a(A 01  : 







0
6

y
x

, 






03
61

y
x

, 






3

7
y
x

 , то есть );(A 371  ; 

);a(A 02 : 







0
6

y
x

, 







03
61

y
x

, 







3
5

y
x

, );(A 352 ;  

)b;(B 01 : 








23

0

y
x

 , 








233

01

y
x

, 








21323

1

,y
x

  , 

),;(B 2111  ; 

)b;(B 02 : 








23

0

y
x

, 








233

01

y
x

, 








27323

1

,y
x

, 

),;(B 2712  . 
d) фокусы эллипса: 

);c(F 01  : 







0
23

y
x , 








03
231

y
x , 








3
25231

y
,x , то 

есть );,(F 3251  ; 

);c(F 02 : 







0
23

y
x , 








03
231

y
x , 








3
23231

y
,x , то есть 

);,(F 3232 ; 
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e) уравнения директрис: :,21  



ax  или 

2
2

6
x , то есть 

2
12

x .  

В данной системе координат XOY  уравнения директрис примут 

вид: 
2

121 x , или 1
2

12
x . Вторая директриса в системе ко-

ординат будет иметь вид: 
2

121x  или 1
2

12
x . 

5) Осуществим сводку полученных результатов в таблице 4.1.1: 
 

Таблица 4.1.1 
Характеристики 

кривой 
Система координат yox   Система координат xoy  

Уравнение кри-
вой 1

236 2

2

2

2







)(
)y()x(  1

18
)3(

36
)1( 22





 yx

 

Полуоси а = 6 – большая полуось; b = 23   – меньшая полуось 
Расстояние от 

центра до фокуса 
23 c  

Эксцентриситет 
2
2


 

Центр кривой o (0; 0) o  (-1;3) 
Вершины )0;6(1 A , )0;6(2A , )23;0(1 B , 

)23;0(2 B  

)3;7(1 A , )3;5(2A , )2,1;1(1 B , 
)2,7;1(2 B  

Фокусы )0;23(1 F ; )0;23(2 F  )3;2,5(1 F ; )3;2,3(2F  
 

Директрисы 
:2,1  2

12
x

 
 
 

:2,1
1

2
12

x
 

1
2

12
x

 
6) Выполним построение кривой (рис. 4.1.2): 
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Рис. 4.1.2 
Задача 4.1.6. Установите тип кривой, приведите уравнение кри-

вой к каноническому виду; найдите её центр, полуоси, эксцентриси-
тет. Постройте эту кривую, если она задана следующим уравнением: 

0225259 22  yx . 
Решение. 1) Так как произведение коэффициентов 

)(BA 259   отрицательно, то это уравнение гиперболического 
типа, следовательно, оно может определять или гиперболу, или пару 
пересекающихся прямых.  

2) Приведем данное уравнение к каноническому виду. Для этого 
свободное слагаемое перенесем в правую часть равенства, а затем по-
делим обе части равенства на 225: 

225259 22  yx ; 

1
225

25
225
9 22


yx  

1
925

22


yx . 

Получили каноническое уравнение гиперболы вида 12

2

2

2


b
y

a
x . 

y 

 

F2 F1 

ℓ2 ℓ1 

 

x 

x’ 

y’ 
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3) Определим основные числовые характеристики гиперболы: 
а) a = 5 – действительная полуось гиперболы; b = 3 – мнимая по-

луось гиперболы; 
b) расстояние от центра до фокуса 

22 bac  = 9534925 , ; 

с) эксцентриситет гиперболы: 
5
34


a
c . 

4) Найдем координаты замечательных точек и уравнения заме-
чательных прямых: 

a) центр кривой – точка с координатами О(0;0); 
b) уравнения осей симметрии гиперболы: прямая с уравнением   

y = 0 – действительная ось, а прямая с уравнением x = 0 – мнимая ось 
симметрии кривой; 

c) вершины гиперболы: A1(-a;0) = (-5;0); A2 (a;0) = (5;0); 

d) координаты фокусов );c(F 01  , то есть );(F 0341  ; );c(F 02 , 

то есть );(F 0342 . 
e) составим уравнения директрис гиперболы:  




ax:1  или 

5
34
5

1 x:  ; 
34

25
x ; 




ax:2   или 

5
34
5

2 x: ; 
34

25
x . 

f) составим уравнения асимптот гиперболы: 

x
a
by 1    и  x

a
by 2  

Для нашей гиперболы:  xy
5
3

1   и xy
5
3

2  . 

7) Выполним построение кривой (рис. 4.1.3): 
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Рис. 4.1.3 

 
Задача 4.1.7. Установите тип кривой, приведите уравнение кри-

вой к каноническому виду; найдите её центр, полуоси, эксцентриси-
тет. Постройте эту кривую, если она задана следующим уравнением: 

0102  yx . 
Решение. 1) Так как произведение коэффициентов 01BA  

равно нулю, то это уравнение параболического типа, следовательно, 
оно может определять или параболу, или пару параллельных прямых, 
или пару мнимых параллельных прямых, или пару совпадающих па-
раллельных прямых. 

2) Перепишем данное уравнение в виде: 
yx 102  . 

Данное уравнение есть каноническое уравнение параболы вида: 
pyx 22  . 

3) Определим числовую характеристику параболы: 102 p    
5p  – параметр параболы. 
4) Найдем координаты замечательных точек и уравнения заме-

чательных прямых параболы: 
a) парабола не имеет центра симметрии; 
b) осью симметрии параболы является прямая x = 0; 
c) вершиной параболы является точка О(0;0); 

ℓ2 ℓ1 

x 

y 

F1 

 

-5,9 

F2 

 

5,9 

3 

-3 



 100

d) фокусом параболы является точка F(
2

0 p; ) = (0;2,5); 

e) директрисой является прямая с уравнением   : y = 
2
p

  или      

y = -2,5. 
5) Выполним построение (рис. 4.1.4): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.1.4 
Задача 4.1.8. Определите тип поверхности и постройте её: 

1
3694

222


zyx . 

Решение. Данное уравнение представляет собой каноническое 
уравнение поверхности (П) второго порядка – однополостного гипер-
болоида. Выполним построение данной поверхности методом парал-
лельных сечений. 

1) XOYП  : 










1
3694

0
222 zyx

z
,  

получим: 

1
94

22


yx . 

Данное уравнение в плоскости XOY определяет кривую второго 
порядка – эллипс. 

ℓ 
x 

y 

F    2,5 

-2,5 



 101

2) XOZП  : 










1
3694

0
222 zyx

y
 ,  

получим: 

1
364

22


zx  – 

в плоскости XOZ каноническое уравнение кривой второго порядка – 
гиперболы. 

3)  YOZП  : 










1
3694

0
222 zyx

x
,  

получим: 

1
369

22


zy  – 

в плоскости YOZ каноническое уравнение кривой второго порядка – 
гиперболы. 

4) Рассмотрим сечение данной поверхности вспомогательными 
плоскостями, параллельными плоскости XOY. Уравнениями таких 
плоскостей будут  z =  h . 











1
3694

6
222 zyx

z
 , 

получим: 

2
94

22


yx . 

Поделив обе части последнего равенства на 2, вывели канониче-
ское уравнение кривой второго порядка – эллипса. Таким образом, 
при пересечении данной поверхности плоскостями, параллельными 
плоскости XOY, в сечениях будут получаться эллипсы. 

Выполним построение поверхности (рис. 4.1.5): 
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Рис. 4.1.5 

 

Задача 4.1.9. Определите тип поверхности и постройте её: 

0
25169

222


zyx . 

Решение. Данное уравнение представляет собой каноническое 
уравнение поверхности (П) – конуса второго порядка. Выполним по-
строение данной поверхности методом параллельных сечений. 

1) XOYП  : 










0
25169

0
222 zyx

z
,  

получим: 

0
169

22


yx , 0
4343

 )yx()yx( , 

0
43


yx  или 0
43


yx – 

уравнения двух прямых в плоскости XOY. Для построения каждой 
прямой достаточно определить по две точки. 
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2) XOZП  : 










0
25169

0
222 zyx

y
 ,  

получим: 

0
259

22


zx  – 

в плоскости XOZ уравнение, которому удовлетворяют координаты 
одной точки: О(0;0). 

3)  YOZП  : 










0
25169

0
222 zyx

x
,  

получим 

0
2516

22


zy , 0
4545

 )yz()yz( , 

0
45


yz  или 0
45


yz  – 

уравнения двух прямых в плоскости YOZ.  
4) Рассмотрим сечение данной поверхности вспомогательными 

плоскостями, параллельными плоскости XOZ. Уравнениями таких 
плоскостей будут  y =  h . 











0
25169

4
222 zyx

y
 ,  

получим 

1
259

22


zx , 

каноническое уравнение кривой второго порядка – эллипса. Таким 
образом, при пересечении данной поверхности плоскостями, парал-
лельными плоскости XOY, в сечениях будут получаться эллипсы.  

Выполним построение поверхности (рис. 4.1.6): 
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Рис. 4.1.6 
 

4.2. Контрольная работа 
 

(Вариант контрольной работы определяется по последней цифре 
номера зачётной книжки) 

 

I. Вычислите определитель III-го порядка двумя способами: 
используя правило Саррюса (правило треугольников) и разло-
жив его по элементам первой строки: 

 

1.1 
234
1210
128


=     1.6 

341
563
111


= 

 

1.2 
211
921
123 

=     1.7 
711
161
115





= 

 

x 

y 

z 
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1.3 
211
131
114

=     1.8 
140
754
312




= 

 

1.4 
234
321
115 

=    1.9 
103
172
413




= 

 

1.5 
352
523
613


=    1.10 

104
753
124




= 

  
II. Выполните разложение векторов через базисные векторы: 
 

2.1. В ∆-ке АВС сторона АВ точками M и N разделена на 3 рав-
ные части: AM = MN = NB. 

Точка К – середина АС. Найдите разложение векторов 
NK;BK;CM , если базис задан векторами:  .CB;CAB    

 
2.2. В равнобедренном ∆ АВС (АС – основание) проведена вы-

сота ВК. D – середина ВС. Найдите разложение векторов 
AD;BC;KD , если базис задан векторами В =  AK;AB . 

 
2.3. Дан ∆ АВС. NM – средняя линия ∆ АВС ( MN II AC). 

Найдите разложение векторов: CM;AC;AN , если базис задан векто-

рами В =  .BN;BM . 
 
2.4. Дан ∆ АВС. MN – средняя линия ∆ АВС  ( MN II AC). BK – 

медиана. Точка О – точка пересечения MN и BK. Найдите разложение 
векторов: ,OC;OK;ON;AO  в базисе  .AC;ABВ   

 



 106

2.5. Дан ∆ АВС. MN – средняя линия ∆ АВС (MN II AC). ВК – 
медиана. Точка 0 – точка пересечения MN и ВК. Найдите разложение 
векторов ,AB;BK;BC если базис задан:  .OC;OMB   

 
2.6. Дан равносторонний ∆ АВС. ВК – высота, AD – медиана. 

Точка 0 = AD ∩ BK. Найдите разложение векторов AC;BO;OC  в ба-

зисе  .BA;BDB  . 
 
2.7. Дан равносторонний ∆ АВС. ВК – высота, АD – медиана.     

0 = AD ∩ BK. Найдите разложение векторов OK;BK;DC  в базисе     

В =  .OD;OC . 
 
2.8. Дан ∆ АВС. На стороне ВС расположена точка М так, что 

ВМ : МС=1:3. Точка К лежит на АМ, причем АК=КМ. Найдите раз-
ложение векторов AK;AC;CK  в базисе В= .BC;BA  

 

2.9. Дан ∆ АВС. На стороне АB расположена точка М так, что 
АМ : МB = 2:1. BK – медиана. Найдите разложение векторов 

CM;KC;MK в базисе В =  .BC;BA . 
 

2.10. Дан ∆ АВС. На стороне АС расположена точка М так, что 
АМ : МС = 2:1. D – середина ВС. Найдите разложение векторов: 

BM;DB;MD в базисе  .AC;ABВ   
 
III. Дан ∆ АВС; BD – высота треугольника, ВК – его медиа-

на. Составьте уравнения прямых: 1) BD; 2) ВК; 3) ℓ, такой, что 
В  , ℓ II АС. Найдите расстояние от точки В до прямой АС, если 
точки А, В, и С  имеют координаты: 

 

3.1 А (1; 1)   3.2 А (2; 0)   3.3 А (0; 4) 
      В (2; -3)         В (-1; -1)                 В (-3; 3) 
      С (1; 0)         С (4; 5)         С (2; 2) 
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3.4  А (-2; 0)   3.5 А (0; 0)   3.6 А (1; 1) 
       В (4; 3)         В (4; 2)         В (2; 3) 
       С (-2; 2)         С (3; 4)         С (-4; 3) 
 
3.7 А (4; 3)           3.8 А (0; 0 )          3.9 А (3; -3)     
      В (7; 2)                                В (3; -3)                              В (2; -3) 
      С (4; 2)                                С (7; 3)                               С (-4; 3) 
 
3.10 А (4; -3) 
        В (2; 0) 
        С (5; 4)  
 
IV. Дан тетраэдр ABCD. Найдите: 
1) V тетраэдра; 
2) площадь грани АВС; 
3) высоту, опущенную из D; 
4) угол между ребрами АВ и ВС; 
5) составить уравнение плоскости  , такой, что А   и 

АВ  ; 
6) составить уравнение плоскости β, такой, что точки А, В, С 

 ; 

7) составить уравнение плоскости γ, такой, что ВС  , и γ II 
AD; 

8) составить уравнение прямой ℓ, такой, что А  , ℓ II BC, 
если координаты точек А, В, С, D следующие: 

  
4.1 А (1; 1; 1)    4.2 А (2; 0; 0) 
 В (2; -3; 4)    В (-1; -1;3) 
 С (1; 0; -2)    С (4; 5; 2)    

  D (4; -3; 0)    D (-3; 4; 2) 
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4.3. А (-2; 0; 1)   4.4 А (0; 4; 2) 
 В (4; 3; 1)             В (-3; 3; 1) 
 С (-2; 2; 1)    С (2; 2; 4) 
 D (4; 3; 0)     D (1; 1; 1;) 
 
4.5 А (1; 1; -1)   4.6 А (0; 0; 3;) 
 В (2; 3; 1)     В (4; 2; 1) 
 С (-4; 3; 0)    С (3; 4; -1) 
 D (2; 4; 3)     D (2; 4; 0;) 
 
4.7 А (0; 0; 0)    4.8 А (4; 3; 0) 
 В (3; -3; 2;)    В (7; 2; -3) 
 С (4; 2; 1)     С (5; 4; 2;) 
 D (3; 2; 0)     D (-3 -3 2) 
 
4.9 А (4; -3 ;5)   4.10 А (3; -3; 2) 
 В (2; 0; 3)             В (2; -3; 4) 
 С (-4; 3; 5)    С (7; 3; 4) 
 D (0; 0; 7)     D (-4; 9; 5) 
 

V. Установите тип кривой, приведите уравнение кривой к 
каноническому виду; найдите все её характеристики. Постройте 
эту кривую: 

5.1  а) 0162  xy      
       б) 49х2+25у2-686х-400у+2776=0         
       в) 49х2-16у2-784=0    
 

5.2 а) 9х2-4у2+90х-48у+117=0        
      б) 2x +49у2-49=0                  
      в) –х2+18у=0             
 

5.3 а) 6у2+108х=0     
      б) 81х2+36у2-1458х-504у+5409=0         
      в) 36х2-9у2-324=0  
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5.4 а) –2у2+8х=0      
      б) 16х2-25у2+256х-400у-976=0              
      в) -196+4х2+49у2 =0 
        
5.5 а) 9у2-36х+90у+369=0     
      б) 16у2-49х2-784=0 
      в) 4х2+81у2-324=0 
  

5.6 а) 16х2-у2-16=0 
       б) 2х2-16у=0 
       в) 9х2+64у2+126х-135=0 
 

5.7  а) х2+64у2-64=0 
       б) х2-36у2-4х+504у-1724=0 
       в) 9у2+72х=0 
 
5.8  а) 9у 2 -36х=0 
       б) 9х2-64у2+18х-384у-1143=0 
       в) 81х2+4у2-324=0 
 
5.9 а) 5х2-70у=0 
      б) 9х2+25у2-108х-450у+2124=0 
      в) 9х2-25у2+225=0 
 
5.10 а) –9х2+90у=0 
       б) 9х2-64у2+606=0 
       в) х2+4у2-2х+32у+64=0 
 
VI. Определите тип поверхности и постройте эту поверхность: 
 

6.1 1) 1
64259

222


zух   2) 
94

22 уxZ   
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6.2 1) 1
16416

222


Zух   2) 1
4

2
2 

yx  

 

6.3 1) 1
48125

222


Zyx   2) 
169

22 yxZ   

6.4 1) 1
164

22


Zy    2) 1
9254

222


Zyx  

 

6.5 1) 
164

22
2 yxZ    2) 1

25916

222


Zyx  

 

6.6 1) 
981

22
2 yxZ    2) 22 yxZ   

 

6.7 1) y2=4x    2) 1
16416

222


yxZ  

 

6.8 1) Z2-x2=1    2) 0
25164

222


Zyx  

 
6.9 1) x2+y2=Z2   2) x2 = 4Z 
 

6.10 1) 1
4925

222


Zyx   2) 
416

22 yxZ   
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