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Введение 

 

Настоящее учебно-методическое пособие написано авторами на основе 
многолетнего опыта работы со студентами технических направлений Ново-
троицкого филиала Национального исследовательского технологического 
университета «МИСиС».  

В нем содержатся основные теоретические сведения, решения типовых 
примеров и задач, поясняющих теоретический материал и способствующих 
более глубокому его пониманию, задачи для самостоятельной работы с отве-
тами и указаниями по разделу высшей математики – дифференциальные 
уравнения. 

В пособии приведены три главы: глава 1 – посвящена дифференциаль-
ным уравнениям первого порядка; глава 2 – посвящена дифференциальным 
уравнениям высших порядков, также в ней раскрываются некоторые теоре-
тические аспекты теории систем обыкновенных дифференциальных уравне-
ний. В предлагаемых первых двух главах достаточно развернуто излагаются 
теоретические сведения: формулируются определения, демонстрируется вы-
вод необходимых формул, предлагаются доказательства рассматриваемых 
теорем. Глава 3 – содержит задачи, предлагаемые студентам для работы на 
практических занятиях (как с разбором у доски, так и для самостоятельного 
решения). При подборе задач были использованы различные сборники задач 
по высшей математике, в частности широко известные задачники  Л.А. Куз-
нецова «Сборник заданий по высшей математике»; Г.Н. Бермана «Сборник 
задач по курсу математического анализа»; В.С. Шипачева «Задачник по 
высшей математике». 
Данное учебно-методическое пособие послужит хорошим помощником для 
студентов при изучении раздела математического анализа «Дифференциаль-
ные уравнения» как под руководством преподавателя, так и самостоятельно. 
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ГЛАВА 1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 

1.1 Постановка задачи 
 

 В интегральном исчислении решается следующая основная задача: 

зная производную от некоторой функции, восстановить саму функцию. Од-

нако, часто требуется решить более общую задачу: требуется найти функ-

цию, если известно некоторое соотношение между этой неизвестной функци-

ей, ее производными и независимым переменным. Это соотношение называ-

ется дифференциальным уравнением. 

 Итак, дифференциальным уравнением первого порядка называется со-

отношение между независимым переменным, неизвестной функцией и ее 

первой производной. В общем виде дифференциальное уравнение первого 

порядка может быть записано следующим образом: 
 

        0),,( / yyxF .             (1.1.1) 
 

 Всякая функция )(xy  , удовлетворяющая данному уравнению (то 

есть обращающая его в тождество), называется решением данного уравнения. 

Дифференциальное уравнение (1.1.1) называется уравнением, не разрешен-

ным относительно производной. Если его возможно разрешить относительно 
/y , то оно приводится к виду 

),(/ yxfy  . 
Это уравнение называется уравнением, разрешенным относительно произ-

водной. 

 Назовем график решения дифференциального уравнения интегральной 

кривой. Обычно дифференциальное уравнение имеет бесчисленное множест-

во решений. Иногда задают значение 0y  искомой функции при некотором 

значении 0x , как говорят, в этом случае задают начальное условие. С геомет-

рической точки зрения задача отыскания решения дифференциального урав-
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нения с заданным начальным условием равносильна тому, чтобы найти ту 

интегральную кривую, которая проходит через точку ),( 00 yx  на плоскости 

XOY, и называется задачей Коши. 

 Рассмотрим дифференциальное уравнение вида ),(/ yxfy  . При дос-

таточно общих условиях, а именно, если функции ),( yxf  и ),(/ yxf y  непре-

рывны во всех точках некоторой области G на плоскости XOY, для каждой 

точки ),( 00 yx  этой области G существует единственная функция )(xy  , 

удовлетворяющая данному дифференциальному уравнению и принимающая 

значение 0y  при 0xx  . Эта теорема называется теоремой Коши. 

 Общим решением дифференциального уравнения ),(/ yxfy   в облас-

ти G называется функция ),( Cxy  , удовлетворяющая следующим услови-

ям: 

1) функция ),( Cxy   является решением дифференциального урав-

нения при любом конкретном C из некоторого множества; 

2) для любой точки ),( 00 yx  из области G можно найти такое 0C , что 

функция ),( 0Cxy   удовлетворяет начальному условию 00 )( yxy  . 

 В процессе разыскания общего решения дифференциального уравне-

ния нередко приходим к соотношению вида 0),,(  Cyx , разрешив которое 

относительно y, мы могли бы получить общее решение. Однако, это  не все-

гда удается сделать. Равенство 0),,(  Cyx , неявно задающее общее реше-

ние дифференциального уравнения, называется общим интегралом диффе-

ренциального уравнения. 

 Всякая функция ),( 0Cxy  , которая получается из общего решения 

),( Cxy   при 0CC  , называется частным решением. Если в общий инте-

грал 0),,(  Cyx  подставить 0CC  , то получим частный интеграл 

0),,( 0  Cyx . 

 Подведем итог. Решить дифференциальное уравнение, это значит: 

1) найти его общее решение или общий интеграл, если не задано на-
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чальное условие; 

2) найти то частное решение или частный интеграл, который удовле-

творяет заданному начальному условию. 

 Например, можно заметить, что функция 22 xCy   является общим 

решением дифференциального уравнения 
y
xy / , а функция 225 xy   

является частным решением этого уравнения при начальном условии 

4)3( y . 

 

1.2 Уравнения с разделяющимися переменными 
 

 Уравнения вида 
 

         )()(/ ygxfy               (1.2.1) 
 

или 
 

             0)()(  dyyQdxxP             (1.2.2) 
 

называются уравнениями с разделяющимися переменными. 

 Решим уравнение (1.2.1) в общем виде: 

dxxf
yg

dy )(
)(
 , 

Cdxxf
yg

dy
  )(

)(
. 

 Пример 1.2.1. [1] Найдите общее решение дифференциального урав-

нения 
x
yy / .  

 Решение. 

 Так как 
dx
dyy / , то 

x
y

dx
dy

 . 

 Разделим переменные: 
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x
dx

y
dy

 . 

 Проинтегрируем обе части уравнения: 

  x
dx

y
dy , 

Cxy ln||ln||ln  , 

||
ln||ln

x
Cy  . 

 Пропотенцируем обе части равенства: 

x
Cy  . 

 Это и есть общее решение данного уравнения. 

 Пример 1.2.2. [1] Найдите общее решение дифференциального урав-

нения 22/ yxy  . Ответ: 3
3

xC
y


 . 

 Пример 1.2.3. [2] Найдите общий интеграл дифференциального 

уравнения 0222 /22  yxxyx  и запишите ответ в виде ),( yxC  . От-

вет: yxC arctg22 2  . 

 Пример 1.2.4. [2] Найдите общий интеграл дифференциального 

уравнения dxxyydyxydyxdx 22 53320   и запишите ответ в виде 

),( yxC  . Ответ: 32

52

)4(
)1(





y
xC . 

 

1.3 Однородные уравнения относительно x, y 
 

Уравнения вида 
 

      







x
yFy /              (1.3.1) 

 

называются однородными уравнениями относительно x, y. 
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 Эти уравнения сводятся к уравнениям с разделяющимися переменными 

подстановкой )(xt
x
y
 : 

txy  , txty  // , 

)(/ tFtxt  , 

x
dx

ttF
dt


)(

. 

 Пример 1.3.1. [1] Найдите решение задачи Коши: 2

2
/

x
y

x
yy  , 

2)1( y .  

 Решение. 

 Заметим, что данное уравнение имеет вид 







x
yFy / , а, значит, явля-

ется однородным относительно x, y. Введем новую функцию 
x
yxt )( . 

txy  , txty  // , 

2/ tttxt  , 

2tx
dx
dt

 , 

 
x

dx
t
dt

2 , 

Cx
t

 ||ln1 , 

Cx
y
x

 ||ln , 

Cx
xy





||ln
. 

 Воспользуемся начальным условием: 

C
12 

 , 
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2
1

C , 

||ln
2
1 x

xy



 , 

)ln(1
2

2x
xy


 . 

 Мы нашли частное решение данного уравнения, которое является ре-

шением задачи Коши. 

 Пример 1.3.2. [2] Найдите общий интеграл дифференциального 

уравнения yyxxy  22/ 24 . Ответ: 5222 Cxyxy  . 

 Пример 1.3.3. [2] Найдите общий интеграл дифференциального 

уравнения 
xyx

yxyxy
62

52
2

22
/




 . Ответ: 0||ln)ln(3arctg2 522  Cxyx
x
y . 

 

1.4 Уравнения, сводящиеся к однородным 
 

 Рассмотрим уравнение вида 
 

     











222

111/

cybxa
cybxaFy             (1.4.1) 

 

 Случай 1. Пусть 022  ba , 12 c . Тогда уравнение (1.4.1) примет вид 

)(/ cbyaxFy  . Сделаем замену cbyaxxu )( . Тогда // byau  , 

b
auy 


/

/ , )(
/

uF
b

au


 , )(/ ubFau  . Легко показать, что это уравнение 

с разделяющимися переменными. Решая его, находим 0),,(  Cux , и, учи-

тывая, что cbyaxu  , получаем общий интеграл первоначального диф-

ференциального уравнения 0),,(  Ccbyaxx . 

 Случай 2. Рассмотрим теперь уравнение (1.4.1) при условии 
2

1

2

1

b
b

a
a

 . 
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Обозначая эти отношения буквой , получим 21 aa  , 21 bb  . В этом слу-

чае уравнение (1.4.1) может быть переписано в виде 













222

122/ )(
cybxa

cybxaFy  . 

 Видно, что правая часть зависит только от линейного выражения 

ybxa 22  . Следовательно, сделав замену, как и в первом случае ybxau 22  , 

мы сможем свести это уравнение к уравнению с разделяющимися перемен-

ными. 

 Случай 3. Рассмотрим теперь уравнение (1.4.1) при условии 
2

1

2

1

b
b

a
a

 . 

Введем новые переменные u и v, связанные с x и y соотношениями 








0

0

yvy
xux

, 

где 0x  и 0y  пока неизвестные постоянные. 

dudx  , dvdy  , //
ux v

du
dvy  . 













)(

)(

2020222

1010111

cybxavbua
cybxavbuaF

du
dv . 

 Подберем теперь 0x  и 0y  так, чтобы выражения, стоящие в круглых 

скобках, равнялись нулю: 








0
0

20202

10101

cybxa
cybxa

. 

 Эта система имеет единственное решение, так как определитель систе-

мы не равен нулю: 

01221
22

11  baba
ba
ba

. 

 При таком выборе 0x  и 0y  уравнение станет однородным относительно 

u и v. 
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vbua
vbuaFvu

22

11/  






















u
vba

u
vba

Fvu

22

11
/  

 Решая его и подставляя в полученное решение вместо u выражение 

0xx  , вместо v выражение 0yy  , получим общий интеграл уравнения 

(1.4.1). 

 Пример 1.4.1. [1] Найдите общее решение дифференциального урав-

нения 
2
1

2
3

3
2

/ 





 

xyy .  

 Решение. 

 Заметим, что данное уравнение имеет вид )(/ cbyaxFy   (случай 

1).  Сделаем замену uxy 
2

. Тогда //

2
1 uy  . 

2
13

2
1 3

2
/  uu , 

 


dxduu 33
2

, 

Cxu 3333  , 

3)(
2

Cxxy  , 

2
)( 3 xCxy  . 

 Пример 1.4.2. [1] Найдите общий интеграл дифференциального 

уравнения 
yx

yxy





2
124/ .  

 Решение. 

 Заметим, что данное уравнение имеет вид 











222

111/

cybxa
cybxaFy , при-



 13 

чем 
2

1

2

1

b
b

a
a

  (случай 2).  Сделаем замену uyx 2 . Тогда //2 uy  . 

u
uu 122/ 

 , 

 


dx
u
udu

14
, 

Cxuu  |14|ln
16
1

4
1 , 

Cyxyx
 |148|ln

16
1

42
. 

 Пример 1.4.3. [1] Найдите общий интеграл дифференциального 

уравнения 
3
1/





yx
yxy .  

 Решение. 

 Заметим, что данное уравнение имеет вид 











222

111/

cybxa
cybxaFy , при-

чем 
2

1

2

1

b
b

a
a

  (случай 3).  Проведем замену 







0

0

yvy
xux

, где 0x , 0y  найдем как 

решение системы 








03
01

00

00

yx
yx

. 

 Получаем: 







1

2

0

0

y
x

, 








1
2

vy
ux

, 

// vy  , 

vu
vuv




/ , 

u
v
u
v

v





1

1
/ , 

)(ut
u
v
 , tuv  , tutv  // , 
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t
ttut





1
1/ , 

 



u
du

t
dtt
21

)1( , 

||ln)1ln(
2
1arctg 2 Cutt  , 

2

2

1lnarctg
u
vCu

u
v

 , 

22lnarctg vuC
u
v

 , 

222
1arctg

)1()2( 


yxCe x
y

. 

 Пример 1.4.4. [2] Найдите общий интеграл дифференциального 

уравнения 
78
76/





yx
yxy . Ответ: |)(|ln)1(7 yxC

yx
x



 . 

 Пример 1.4.5. [2] Найдите общий интеграл дифференциального 

уравнения 
42

2/





yx

yy . Ответ: C
y

yx





2)2(
1 . 

  

1.5 Линейные уравнения первого порядка 

 

 Линейным называется уравнение, которое можно привести к виду 
 

     )()(/ xQyxPy  .            (1.5.1) 
 

 Это уравнение называется линейным, так как оно является уравнением 

первой степени относительно неизвестной функции y и ее производной /y . 

Если в линейном уравнении правая часть )(xQ  не равна нулю, то уравнение 

называется линейным неоднородным, если 0)( xQ  – линейным однородным 

(не следует путать уравнения 







x
yFy /  и 0)(/  yxPy .) Если в неодно-

родном уравнении заменить )(xQ  нулем, то мы получим однородное уравне-

ние, соответствующее данному неоднородному. Линейное однородное урав-
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нение 0)(/  yxPy  является уравнением с разделяющимися переменными. 

dxxP
y

dy )( , 

CdxxPy   )(||ln , 


 dxxPCey )( . 

 Теорема 1.5.1. Линейное неоднородное уравнение )()(/ xQyxPy   

сводится к уравнению с разделяющимися переменными с помощью подста-

новки )(xzy  , где z – новая неизвестная функция, а )(x  – частное реше-

ние однородного уравнения, отличное от нуля. 

)()( /// xzxzy    

  )()()()()( // xQxxPxzxz    

)()(/ xQxz   

Cdx
x
xQz   )(
)(


 

)(
)(
)()( xCdx

x
xQxy 


    

 Данная теорема дает и метод решения неоднородного уравнения. 

1) Находим частное решение однородного уравнения 0)( x . 

2) Проводим подстановку )(xzy   и находим z. 

3) Возвращаемся к старой переменной и находим y. 

 Кроме того, как будет показано далее, общее решение неоднородного 

уравнения можно найти как сумму общего решения однородного уравнения 

и частного решения неоднородного. Поэтому можно привести немного иную 

схему решения неоднородного уравнения, называемую методом вариации 

произвольной постоянной. 

1) Находим общее решение однородного уравнения )(xCy  . 

2) Ищем частное решение неоднородного уравнения в виде 
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)()( xxCy  . 

3) Находим общее решение неоднородного уравнения 

)()()( xxCxCy   . 

 Пример 1.5.1. [1] Найдите общее решение неоднородного уравнения 
3/ xxyy  .  

 Решение. 

 1) Составим однородное уравнение и найдем его общее решение: 

0/  xyy , 

  xdx
y

dy , 

Cxy ln
2

||ln
2

 , 

2

2x

Cey  . 

 2) Будем искать частное решение неоднородного уравнения в виде: 

2

2

)(
x

exCy  . 

22//

22 xx

CxeeCy  . 

 Подставим эти функции в первоначальное уравнение: 

3222/
222

xCxeCxeeC
xxx

 , 

32/
2

xeC
x

 , 




 dxexdC
x
23
2

, 

22

2

)2(
x

exC


 . 

 Мы вычислили интеграл, применив последовательно метод замены пе-

ременной (
2

2xt  )  и метод интегрирования по частям. 
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222

22

)2(
xx

eexy 


, 

22  xy . 

 Мы нашли частное решение неоднородного уравнения. 

 3) Найдем общее решение неоднородного уравнения как сумму общего 

решения однородного уравнения и частного решения неоднородного: 

222

2

 xCey
x

. 

 Пример 1.5.2. [2] Найдите решение задачи Коши: 

xxyy 2sincos/  , 1)0( y . Ответ: )1(sin2sin  xey x . 

 Пример 1.5.3. [2] Найдите решение задачи Коши: 2
/ 2

xx
yy  , 

1)1( y . Ответ: 
x

y 1
 . Промежуточный результат: 

x
Cxy 1

 . 

 

1.6 Уравнения Бернулли 

 

 Уравнения вида 
 

     yxQyxPy )()(/  ,            (1.6.1) 
 

где )(xP  и )(xQ  данные непрерывные функции от x (или в частном случае 

постоянные), называются уравнениями Бернулли. Будем решать это уравне-

ние, полагая, что  – произвольное действительное число, причем 0  (в 

противном случае уравнение является линейным) и 1  (в противном слу-

чае уравнение является уравнением с разделяющимися переменными). По-

кажем, что заменой переменного его можно свести к линейному. 

 
yxQyxPy )()(/   

)()( 1
/

xQyxP
y
y
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 1yu , // )1( yyu   , 
 


1

// u
y
y  

)()(
1

/

xQuxPu



 

 Решая это уравнение, находим u как функцию от x. Затем, учитывая, 

что  1yu ,  1
1

uy , найдем неизвестную функцию y. 

 Пример 1.6.1. [1] Найдите общее решение дифференциального урав-

нения yxyxy 2/ 26  .  

 Решение. 

 Наше уравнение является уравнением Бернулли, где 
2
1

 . Разделим 

обе части уравнения на y : 

2
/

26 xy
y

yx  . 

 Сделаем замену yu  , тогда /2
1

/

2
1 yyu


 , /

/

2u
y

y
 . 

2/ 262 xuxu  , 

x
x
uu  3/ . 

 Полученное линейное неоднородное уравнение первого порядка решим 

методом вариации произвольной постоянной. 

 1) Составим однородное уравнение и найдем его общее решение. 

03/ 
x
uu , 

 
x

dx
u
du 3 , 

Cxu ln||ln3||ln  , 

3x
Cu  . 
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 2) Будем искать частное решение неоднородного уравнения в виде: 

3
)(

x
xCu  . 

6

23/
/ 3

x
CxxCu 

 . 

 Подставим эти функции в линейное неоднородное уравнение: 

x
xx

C
x

CxxC






36

23/ 33 , 

x
x

xC
6

3/

, 

4/ xC  , 

5

5xC  , 

5

2xu  , 

5

2

3
x

x
Cu  . 

 Возвращаемся к старой переменной: 

5

2

3
x

x
Cy  , 

22

3 5 









x
x
Cy . 

 Пример 1.6.2. [2] Найдите решение задачи Коши: 

xyxyy sin
3
2tg 4/  , 1)0( y . Ответ: 

3 cos
1

x
y  . Промежуточные резуль-

таты: xxC
y

coscos1 3
3  , x

y
cos1

3  .  

 Пример 1.6.3. [2] Найдите решение задачи Коши: 2/ xyyxy  , 

1)1( y . Ответ: 
||ln

1
xxx

y


 . Промежуточный результат: ||ln1 xxCx
y

 . 
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1.7 Уравнения в полных дифференциалах 

 

 Рассмотрим уравнение вида 
 

        0),(),(  dyyxNdxyxM ,             (1.7.1) 
 

где ),( yxM  и ),( yxN  – непрерывные функции. Если выражение NdyMdx   

является полным дифференциалом некоторой функции двух переменных 

),( yxu , то уравнение (1.7.1) называется уравнением в полных дифференциа-

лах. Известно, что необходимым и достаточным условием того, что выраже-

ние NdyMdx   есть полный дифференциал, является выполнение равенства 

x
N

y
M






 . Если это условие выполнено, то мы можем с помощью криволи-

нейного интеграла найти функцию ),( yxu  и записать уравнение в виде 

0),( yxdu , тогда Cyxu ),( . Это и есть общий интеграл уравнения (1.7.1) 

 Пример 1.7.1. [1] Найдите общий интеграл дифференциального 

уравнения 0)23(2 223  dyyxdxxy . 

 Решение. 

x
Nxy

y
M
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),(

)0,0(

223 )23(2),(
yx

dyyxdxxyyxu  

yyxdyyxdxxdxx
yx

2)23()0)203(02( 32

0

22

0

223   , 

Cyyx  232 . 

 

 В процессе вычисления интеграла был выбран путь интегрирования, 

указанный на рисунке 1.7.1. 
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(     )x,y

X

Y

(0,0)  

 

Рисунок 1.7.1 – Путь интегрирования 

 

1.8 Интегрирующий множитель 

 

 Далеко не всякое уравнение вида (1.7.1) является уравнением в полных 

дифференциалах. Однако, для всякого уравнения (1.7.1) такого, что функции 

M и N дифференцируемы в рассматриваемой области, существует функция 

),( yx , тождественно не равная нулю, после умножения на которую всех 

членов уравнения (1.7.1) левая часть становится полным дифференциалом. 

Эта функция ),( yx  называется интегрирующим множителем. Всякое урав-

нение (1.7.1) при условии дифференцируемости функций M и N имеет интег-

рирующий множитель, однако не всегда этот множитель удается практически 

найти. Если же интегрирующий множитель найден, то данное уравнение 

приводится к уравнению в полных дифференциалах. 

 На практике обычно ищут интегрирующий множитель , зависящий 

только от x или только от y (какой из этих двух вариантов выбирать – реша-

ется подбором). 

 Пример 1.8.1. [1] Найдите общий интеграл дифференциального 

уравнения 0)()1( 322  dyxyxdxyx . 

 

 Решение. 

22 32 xxy
x
Nx

y
M







 . 
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 Найдем )(x . 

0))(()1)(( 322  dyxyxxdxyxx  , 

   ))(()1)(( 322 xyxx
x

yxx
y









 , 

)32)(())(())(( 232/2 xxyxxyxxxx   , 

)(2)()()( 2/ yxxxxyxx   , 

)(2)(/ xxx   , 

x
dxd 2



 , 

||ln||ln2||ln Cx  , 

2)(
x
Cx  , 

2
1)(
x

x  , 

0)(1
2 






  dyxydxy

x
, 







  

),(

)0,1(
2 )(1),(

yx

dyxydxy
x

yxu  

1
2

1
2

1)(
22

101
2   xyy

x
xyy

x
dyxy

x
dx xyx

, 

C
x

xyy


1
2

2

. 
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1.9 Некоторые задачи, приводящие к дифференциальным 

уравнениям 
 

 Задача о распаде радия 

 Скорость распада радия пропорциональна количеству нераспавшегося 

радия. Пусть коэффициент пропорциональности k известен. Требуется уз-

нать, какое количество нераспавшегося радия останется к моменту времени t, 

если в начальный момент времени 0t  радия было A. 

 Решение. 

 Обозначим количество нераспавшегося радия в момент времени t за y. 

Задача заключается в том, чтобы найти y как функцию от t. Скорость измене-

ния какой-либо величины есть производная от этой величины по времени. 

ky
dt
dy

  

 Знак «минус» появился потому, что количество радия со временем 

уменьшается, то есть 0
dt
dy , тогда, как k мы считаем положительным. 

kdt
y

dy
  

Ckty ||ln  

ktCey   

Ay )0( , AC   

ktAey   

 Задача с касательной 

 Найдите уравнение кривой, которая проходит через точку (2;3) и обла-

дает тем свойством, что отрезок любой ее касательной, заключенный между 

координатными осями, делится пополам в точке касания. 

 Решение. 

 Рассмотрим рисунок 1.9.1. 
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x
yyxf  // )(  

x
dx

y
dy

  

x
Cy   

x
y 6
  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.9.1 –Задача с касательной 

X

Y

  







O 2x

y

x
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ГЛАВА 2 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

 

2.1 Основные определения. Теорема существования. Начальные 

условия 

 

 Соотношение, связывающее независимую переменную, неизвестную 

функцию и ее производные до n-го порядка включительно, называется диф-

ференциальным уравнением n-го порядка. Общий вид дифференциального 

уравнения n-го порядка таков: 
 

     0),...,,,,( )(/// nyyyyxF .           (2.1.1) 
 

 Всякая функция )(xy  , которая, будучи подставлена в уравнение 

(2.1.1), обращает его в тождество, называется решением этого уравнения, а 

график функции )(xy   – интегральной кривой. 

 Если дифференциальное уравнение (2.1.1) имеет решения, то этих ре-

шений имеется бесконечно много. Для того, чтобы из семейства всех реше-

ний выделить одно определенное, надо задать некоторые дополнительные 

условия, налагаемые на искомое решение. Эти условия называются началь-

ными. Как мы знаем, в случае дифференциального уравнения первого поряд-

ка начальное условие ставится так: найти то решение уравнения, которое при 

0xx   принимает значение 0y . Для уравнений второго и более высоких по-

рядков этого условия уже недостаточно. 

 Вообще, для случая уравнения n-го порядка следует задать n началь-

ных условий: 

        00 )( yxy  , /
00

/ )( yxy  , …, )1(
00

)1( )(   nn yxy .           (2.1.2) 

 Рассмотрим дифференциальное уравнение, разрешенное относительно 

старшей производной: 
 

         ),...,,,( )1(/)(  nn yyyxfy .            (2.1.3) 
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 Теорема 2.1 (Коши). При достаточно общих условиях существует и 

притом единственное решение уравнения (2.1.3), или более строго: если 

функция )1( n -го переменного ),...,,,( )1(/ nyyyxf  и ее частные производные 

первого порядка по y, /y , …, )1( ny  непрерывны при всех x, близких к 0x  и 

всех значениях y, /y , …, )1( ny  близких соответственно к числам 0y , /
0y , …, 

)1(
0
ny , то существует и притом единственное решение уравнения (2.1.3), 

удовлетворяющее начальным условиям (2.1.2). 

 Решение )(xy  , которое для всех значений x из некоторой области 

удовлетворяет начальным условиям, называется частным решением уравне-

ния. Совокупность всех частных решений данного дифференциального урав-

нения называется общим решением этого уравнения. Общее решение диффе-

ренциального уравнения n-го порядка обычно записывается в виде функции, 

содержащей n произвольных постоянных 1C , 2C , …, nC . 

 Для того, чтобы из общего решения выделить тот или иное частное, 

надо задать начальные условия и, используя их, найти значения произволь-

ных постоянных. Для уравнения n-го порядка задают n начальных условий, с 

помощью которых составляются n уравнений с n неизвестными. Решая сис-

тему этих уравнений, находят все произвольные постоянные. 

 Если общее или частное решения заданы формулой, не разрешенной 

относительно y, то мы назовем эту формулу общим или частным интегралом. 

 

2.2 Уравнения, допускающие понижение порядка 

 

 1. Рассмотрим уравнение вида )()( xfy n  . 

 Решение этого уравнения сводится к последовательному интегрирова-

нию его правой части. Действительно, интегрируя, получим: 

1
)1( )( Cdxxfy n   . 

 Интегрируя еще раз, найдем )2( ny : 



 27 

  21
)2( )( CxCdxdxxfy n    . 

 После n-кратного применения этого процесса, найдем 

nn
nn CxCxCxCxy  


1
2

2
1

1 ...)( , 

где )(x  – результат n-кратного интегрирования функции )(xf . 

 Пример 2.2.1. Найдите общее решение уравнения xexy 2// 4cos  .  

 Решение. 

 Найдем общее решение уравнения, проинтегрировав два раза его пра-

вую часть: 

   dxexy x2/ 4cos , 

1
2/

2
14sin

4
1 Cexy x  , 

 





  dxCexy x

1
2

2
14sin

4
1 , 

21
2

4
14cos

16
1 CxCexy x  . 

 2. Рассмотрим уравнение, не содержащее явно неизвестную функцию, 

то есть уравнение вида 0),...,,,( )(/// nyyyxF . 

 Это уравнение можно свести к уравнению более низкого порядка с по-

мощью замены переменного )(/ xzy  . Тогда 

/// zy  , …, )1()(  nn zy , 

и уравнение примет вид: 

0),...,,,( )1(/ nzzzxF . 

Это уравнение )1( n -го порядка. Допустим, мы нашли его общее решение: 

),...,,,( 121  nCCCxz  . 

А значит 

),...,,,( 121
/

 nCCCxy  , 

nn CdxCCCxy    ),...,,,( 121 . 
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 Пример 2.2.2. [1] Найдите общее решение уравнения 

2/// 11 y
H

y  .  

 Решение. 

 В данном уравнении в явном виде отсутствует y, значит понизить по-

рядок уравнения можно с помощью подстановки )(/ xzy  , /// zy  . 

2/ 11 z
H

z  , 

 
 H

dx
z

dz
21

, 

1
2 ln|1|ln C

H
xzz  , 

H
x

eCzz 1
21  , 

zeCz H
x

 1
21 , 

2
1

2
2
1

2 21 zzeCeCz H
x

H
x

 , 

H
x

H
x

e
C

eCz



1

1

2
1

2
, 

H
x

H
x

e
C

eCy



1

1/

2
1

2
, 

2
1

1

2
1

2
Ce

C
eCHy H

x
H
x














. 

 3. Рассмотрим уравнение, не содержащее явно неизвестную функцию, 

а также несколько ее первых производных. То есть рассмотрим уравнение 

вида 

0),...,,,( )()1()(  nkk yyyxF . 

 В этом случае сделаем замену )()( xzy k  , при этом порядок уравнения 

понизится на k единиц. 
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 Пример 2.2.3. [1] Найдите решение задачи Коши: 
x
yy

//
/// 2
 , 0)1( y , 

2)1(/ y , 1)1(// y .  

 Решение. 

 Сделаем замену )(// xzy  , //// zy  . 

x
zz 2/  , 

 
x

dx
z

dz 2 , 

1ln||ln2||ln Cxz  , 

2
1xCz  , 

2
1

// xCy  , 

2
3*

1
/ CxCy  , 

32
4**

1 CxCxCy  . 

 В процессе решения мы переобозначили константы: 
3

1*
1

CC  , 
4

*
1**

1
CC  . 

2
3**

1
/ 4 CxCy  , 

2**
1

// 12 xCy  . 

 Воспользуемся начальными условиями: 
















112

24

0

**
1

2
**

1

32
**

1

C

CC

CCC

. 

 Итак, 
12
1**

1 C , 
3
5

2 C , 
4
7

3 C . 

4
7

3
5

12

4


xxy . 

 4. Рассмотрим уравнение, не содержащее явно независимую перемен-

ную, то есть уравнение вида 
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0),...,,,( )(/// nyyyyF . 

 Для понижения порядка такого уравнения следует сделать замену 

)(/ yzy  , считая при этом z новой неизвестной функцией, зависящей от y, 

при этом y играет роль новой независимой переменной. После такой замены 

мы получим дифференциальное уравнение )1( n -го порядка. 

 Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка: 

0),,( /// yyyF . 

)(/ yzy  , zz
dx
dy

dy
dz

dx
dz

dx
ydy y  /

/
// )( . 

 Получим дифференциальное уравнение первого порядка: 

0),,( /  zzzyF . 

 Решая это уравнение, найдем соотношение между z и y: 

0),,( 1  Czy , 

0),,( 1
/  Cyy . 

 Это уравнение первого порядка. Решая его, находим соотношение ме-

жду y и x, при этом появится вторая произвольная постоянная. 

 Пример 2.2.4. [1] Найдите решение задачи Коши: 3
// 1

y
y  , 1)2( y , 

1)2(/ y .  

 Решение. 

 Проведем замену )(/ yzy  , тогда zzy  /// . 

3
/ 1

y
zz  . 

  3y
dyzdz , 

22
1

2
1

2

2 C
y

z
 , 

12
1 C
y

z  , 
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12
/ 1 C

y
y  . 

 Воспользуемся начальными условиями: 

1
1
1

12  C , 

01 C , 

y
y 1/  , 

  dxydy , 

2

2

2
Cxy

 . 

 Вновь воспользуемся начальными условиями: 

2
12

2

2 C , 

2
3

2 C , 

32  xy . 

 Пример 2.2.5. [2] Найдите общее решение уравнения 

xy
x

xy 2
1

2 /
2

// 


 . Ответ: 21

3

arctg
26

CxCxxy  . 

 Пример 2.2.6. [2] Найдите общее решение уравнения 
3///2 122)1( xxyyx  . Ответ: 21

3 arctg3 CxCxxy  . 

 Пример 2.2.7. [2] Найдите решение задачи Коши: 3// 2yy  , 

1)1( y , 1)1(/ y . Ответ: 
x

y 1
 . 

 Пример 2.2.8. [2] Найдите решение задачи Коши: 013// yy , 

1)1( y , 1)1(/ y . Ответ: 12  xy . 
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2.3 Общая теория линейных уравнений 

 

 Дифференциальное уравнение n-го порядка 

0),...,,,,( )(/// nyyyyxF  

называется линейным, если выражение, стоящее в левой части, является ли-

нейной функцией от y, /y , …, )(ny  с коэффициентами, которые могут быть 

либо постоянными числами, либо функциями от x. Следовательно, любое ли-

нейное дифференциальное уравнение может быть записано в виде 

byayaya n
nn   ...)1(

1
)(

0 , 

где 0a , 1a , …, na , b – либо функции от x, либо числа. 

 В том случае, когда все коэффициенты 0a , 1a , …, na  являются посто-

янными числами, уравнение называется уравнением с постоянными коэффи-

циентами (при этом свободный член может быть постоянным, а может зави-

сеть от x). Если в линейном уравнении свободный член 0b , то  уравнение 

называется уравнением без правой части или однородным. Если 0b , урав-

нение называется уравнением с правой частью или неоднородным. 

 Среди всевозможных типов дифференциальных уравнений n-го поряд-

ка линейные уравнения являются самыми простыми. Вместе с тем это и са-

мые важные уравнения: они широко используются в физике, механике, тех-

нике. 

 Рассмотрим некоторые свойства линейных уравнений. Эти свойства 

справедливы для любых линейных дифференциальных уравнений, независи-

мо от того, постоянны у них коэффициенты или нет. Ограничимся пока изу-

чением линейных уравнений второго порядка: 
 

         byayaya  2
/

1
//

0 ,            (2.3.1) 
 

где 0a , 1a , 2a , b – функции от x или числа. 

 Теорема 2.3.1 (О существовании и единственности решения линей-

ного дифференциального уравнения). Если все коэффициенты и правая 
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часть линейного уравнения (2.3.1) непрерывны в интервале );( BA , причем 

коэффициент 0a  не обращается в нуль ни в одной точке этого интервала, то, 

каковы бы ни были начальные условия в точке );(0 BAx  , существует и 

только одна функция, определенная в интервале );( BA , удовлетворяющая 

данному дифференциальному уравнению и данным начальным условиям. 

 Доказательство. 

 Уравнение (2.3.1) может быть переписано в виде 
 

         
00

2/

0

1//

a
by

a
ay

a
ay  .            (2.3.2) 

 

 Выражение, стоящее в правой части, является непрерывной функцией 

как от x (функции 
0

1

a
a , 

0

2

a
a , 

0a
b  – непрерывны), так и от y и /y  (так как это 

выражение линейно относительно y и /y ). Кроме того, частные производные 

от этого выражения по y и по /y  непрерывны (эти частные производные рав-

ны соответственно 
0

2

a
a

  и 
0

1

a
a

 ). А значит, в силу теоремы Коши верна и 

данная теорема. 

 Теорема 2.3.2. Если функции )(x  и )(x  являются решениями ли-

нейного уравнения без правой части 

02
/

1
//

0  yayaya , 

то функция )()( 21 xCxC    также является решением этого уравнения, ка-

ковы бы ни были числа 1C  и 2C . 

 Доказательство. 

  21 CCy  , /
2

/
1

/  CCy  , //
2

//
1

//  CCy  . 

 0)()()( 212
/

2
/

11
//

2
//

10   CCaCCaCCa , 

 0)()( 2
/

1
//

022
/

1
//

01   aaaCaaaC . 

 Выражения, стоящие в первой и второй скобках, равны нулю, так как 
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функции )(x  и )(x  являются решениями линейного однородного уравне-

ния. 

 Определение  2.3.1. Пару частных решений линейного однородного 

уравнения второго порядка )(1 xf  и )(2 xf  называют фундаментальной систе-

мой решений в интервале );( BA , если ни в одной точке этого интервала оп-

ределитель 

)()(
)()(

/
2

/
1

21

xfxf
xfxf

W   

не обращается в нуль. Определитель W называется определителем Вронского 

или вронскианом. 

 Пусть два решения )(xy   и )(xy   линейно зависимы в интервале 

);( BA , то есть для всех );( BAx  0)()(  xx  , где  и  – некоторые  

числа, неравные нулю одновременно. Тогда определитель Вронского для 

этих функций будет тождественно равен нулю в );( BA . Пусть, например, 

0 . Тогда )()( xx 



   и 

0
//

// 
















W . 

 Верно и обратное утверждение. 

 Теорема 2.3.3. Если два решения уравнения 02
/

1
//

0  yayaya  

линейно независимы в интервале );( BA , то они образуют фундаментальную 

систему решений. 

 Доказательство. 

 Пусть )(x  и )(x  – линейно независимые частные решения. Допус-

тим, что в какой-либо точке );(0 BAx   определитель Вронского для этих 

двух функций равен нулю: 
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0
)()(
)()(

)(
0

/
0

/
00

0 
xx
xx

xW



. 

 Подберем числа  и  так, чтобы они удовлетворяли системе 









0)()(

0)()(

0
/

0
/

00

xx

xx




. 

 Числа  и  можно подобрать так, чтобы хотя бы одно из них было бы 

отлично от нуля, так как определитель системы 0)( 0 xW . При таком выборе 

 и  функция )()()( xxxf    будет решением уравнения, удовлетво-

ряющим условиям 0)( 0 xf , 0)( 0
/ xf . 

 С другой стороны ясно, что функция, тождественно равная нулю, так-

же удовлетворяет этому уравнению и этим начальным условиям. В силу тео-

ремы 2.3.1 эти два решения тождественно равны друг другу, то есть 

0)( xf , 

0)()(  xx  . 
 Так как  и  не равны нулю одновременно, то функции )(x  и )(x  

линейно зависимы в );( BA . Получили противоречие с условием. Значит, оп-

ределитель Вронского не равен нулю ни в одной точке, то есть система фун-

даментальна. 

 Следствие 1. Для фундаментальности системы двух частных решений 

необходимо и достаточно, чтобы они были линейно независимы. 

 Следствие 2. Если определитель Вронского для пары решений равен 

нулю хотя бы в одной точке, то он тождественно равен нулю. 

 Теорема 2.3.4. Если функции )(1 xfy   и )(2 xfy   образуют в ин-

тервале );( BA  фундаментальную систему частных решений уравнения 

02
/

1
//

0  yayaya , то общее решение уравнения имеет вид 
 

     )()( 2211 xfCxfCy  ,            (2.3.3) 
 

где 1C  и 2C  – произвольные постоянные. 

 Доказательство. 
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 Доказательство этой теоремы состоит из двух частей. 

1) Надо доказать, что всякая функция, входящая в систему (2.3.3) яв-

ляется решением уравнения. 

2) Надо убедиться, что это семейство содержит все частные решения 

данного уравнения. 

 Первая часть доказана в теореме 2.3.2. Остается доказать, что всякое 

решение )(x  входит в семейство (2.3.3). 

 Пусть );(0 BAx  , причем 00 )(  x , 10
/ )(  x . Убедимся, что можно 

выбрать постоянные 1C  и 2C  так, чтобы частное решение, получающееся из 

(2.3.3) при этих значениях постоянных, удовлетворяло тем же начальным ус-

ловиям, что и функция )(x : 









10
/

220
/

11

0022011

)()(

)()(





xfCxfC

xfCxfC
. 

0
)()(
)()(

)(
0

/
20

/
1

0201
0 

xfxf
xfxf

xW , 

так как функции )(1 xf  и )(2 xf  образуют фундаментальную систему реше-

ний. Значит, система имеет единственное решение. При этих значениях по-

стоянных частное решение, входящее в семейство (2.3.3), удовлетворяет тем 

же начальным условиям, что и решение )(x . В силу теоремы единственно-

сти решения полученное частное решение тождественно равно )(x , то есть 

)()()( 2211 xfCxfCx  , где 1C  и 2C  – числа, удовлетворяющие системе. 

 Итак, любое наперед заданное решение )(x  входит в семейство 

)()( 2211 xfCxfCy   при некоторых значениях произвольных постоянных. 

Теорема доказана. 

 Пример 2.3.1. [1] Рассмотрим уравнение 065 ///  yyy . Подста-

новкой легко убедиться, что функции xexf 2
1 )(   и xexf 3

2 )(   являются ре-

шениями уравнения. Кроме того, 
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0
32

5
32

32

 x
xx

xx

e
ee
eeW . 

Следовательно, функции )(1 xf  и )(2 xf  образуют фундаментальную систему 

решений. Следовательно, общее решение уравнения имеет вид 
xx eCeCy 3

2
2

1  . 

Решим это уравнение с начальными условиями 1)0( f , 2)0(/ f . 

xx eCeCy 3
2

2
1

/ 32  . 








232
1

21

21

CC
CC

, 







4
5

2

1

C
C

. 

xx eey 32 45  . 

 Теорема 2.3.5. Если 0a , 1a , 2a  непрерывны в интервале );( BA , при-

чем 00 a  всюду в );( BA , то уравнение 02
/

1
//

0  yayaya  имеет хотя бы 

одну фундаментальную систему решений. 

 Доказательство. 

 Рассмотрим два частных решения: 

 )(x : 1)( 0 x , 0)( 0
/ x ; 

 )(x : 0)( 0 x , 1)( 0
/ x ; );(0 BAx  . 

 Эти решения существуют в силу теоремы 2.3.1. Они образуют фунда-

ментальную системы решений, так как их определитель Вронского 

0)( 0 xW , а, значит, по следствию из теоремы 2.3.3 он не обращается в нуль 

ни в одной точке интервала );( BA . 

 Теорема 2.3.6. Если решения )(1 xf  и )(2 xf  образуют фундаменталь-

ную систему для некоторого линейного однородного уравнения, то  решения 

)()( 211 xfxfy    и )()( 212 xfxfy    также образуют фундаментальную 

систему, если числа , ,  и  таковы, что 0  . 

 Доказательство. 

 Составим определитель Вронского для функций 1y  и 2y  и покажем, 
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что он отличен от нуля. 





 /
2

/
1

/
2

/
1

2121
/
2

/
1

21

ffff
ffff

yy
yy

W



 

 /
2

/
2

22
/

2
/

1

21
/

1
/

2

12
/

1
/

1

11

ff
ff

ff
ff

ff
ff

ff
ff













 

 /
2

/
1

21
/

1
/

2

12
/

2
/

1

21
/

1
/

2

12

ff
ff

ff
ff

ff
ff

ff
ff








 

W
ff
ff

)()( /
2

/
1

21    

 Определитель 0W , так как решения )(1 xf  и )(2 xf  образуют фунда-

ментальную систему, а 0   по условию. Значит и 0W , то есть сис-

тема решений 1y  и 2y  – фундаментальна. 

 Теорема 2.3.7. Если известно хотя бы одно не обращающееся в нуль 

частное решение )(x  уравнения 02
/

1
//

0  yayaya , то можно найти вто-

рое частное решение )(x  такое, что )(x  и )(x  образуют фундаменталь-

ную систему решений, с помощью замены )()( xxzy  , где z – новая неиз-

вестная функция. 

 Доказательство. 

 Действительно, после этой замены уравнение преобразуется к виду 

  0)()(2)( /
1

/
0

//
0  zxaxazxa  . 

 Проведем подстановку )(/ xuz  . Тогда 

  0)()(2)( 1
/

0
/

0  uxaxauxa  . 

 Это уравнение с разделяющимися переменными. Найдем какое-нибудь 

его частное решение, отличное от нуля. Затем, учитывая, что )(/ xuz  , най-

дем z, а, значит, из формулы )()( xxzy   найдем y. Это и будет функция 

)(x . 

 Докажем, что функции )(x  и )(x  образуют фундаментальную сис-
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тему. Действительно, определитель Вронского 

uz
zz

z
W 2/2

///// 









  

отличен от нуля хотя бы в одной точке, так как  не обращается в нуль, а u – 

не тождественный нуль. 

 Теорема 2.3.8. Если функция )(xF  является решением данного не-

однородного уравнения, а )(xf  – решением соответствующего однородного 

уравнения, то функция )()( xFxf   является решением данного неоднород-

ного уравнения. 

 Теорема 2.3.9. Пусть дано линейное уравнение byayaya  2
/

1
//

0 . 

Если функции )(1 xf  и )(2 xf  образуют фундаментальную систему частных 

решений соответствующего однородного уравнения, а )(xF  – какое-либо ча-

стное решение данного неоднородного уравнения, то общее решение этого 

неоднородного уравнения имеет вид 

)()()( 2211 xFxfCxfCy  , 

где 1C  и 2C  – произвольные постоянные. 

 То есть общее решение линейного неоднородного уравнения пред-

ставляет собой сумму общего решения однородного уравнения и частного 

решения неоднородного. 

 

2.4 Метод вариации произвольных постоянных 
 

 Рассмотрим вопрос о том, как найти хотя бы одно частное решение не-

однородного уравнения, если нам известна фундаментальная система реше-

ний соответствующего однородного уравнения. Изложенный далее метод 

отыскания частного решения называется методом вариации произвольных 

постоянных. Рассмотрим неоднородное уравнение (2.4.2) и соответствующее 

ему однородное уравнение (2.4.1): 

     02
/

1
//

0  yayaya ,            (2.4.1) 
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     byayaya  2
/

1
//

0 .            (2.4.2) 
 

 Пусть функции )(1 xf  и )(2 xf  образуют фундаментальную систему ре-

шений уравнения (2.4.1). Будем искать частное решение неоднородного 

уравнения (2.4.2) в виде 
 

         )()()()( 2211 xfxzxfxzy  ,            (2.4.3) 
 

где )(1 xz  и )(2 xz  неизвестные функции. Для того, чтобы найти эти функции, 

надо иметь два уравнения. Одно из них получается из условия, что функция 

(2.4.3) должна удовлетворять уравнению (2.4.2). Второе уравнение мы можем 

задать произвольно. Лагранж предложил выбрать это условие так: 

2
/
2

/
221

/
1

/
11

/
fzfzfzfzy  , 

02
/
21

/
1  fzfz . 

 То есть 

/
22

/
11

/
fzfzy  . 

//
22

/
2

/
2

//
11

/
1

/
1

//
fzfzfzfzy  . 

 Подставим первую и вторую производные в уравнение (2.4.2): 

bfzfzafzfzafzfzfzfza  )()()( 22112
/

22
/

111
//

22
/

2
/
2

//
11

/
1

/
10 . 

 Группируем члены, содержащие 1z  и 2z : 

bfzfzafafafazfafafaz  )()()( /
2

/
2

/
1

/
1022

/
21

//
20212

/
11

//
101 . 

 Первая и вторая скобки обращаются в нуль, так как функции 1f  и 2f  

являются решениями уравнения (2.4.1). Таким образом, чтобы найти функ-

ции 1z  и 2z , надо решить систему 













0

/
2

/
2

/
1

/
1

2
/
21

/
1 0

a
bfzfz

fzfz
. 

 Эта система непротиворечива, так как является системой алгебраиче-
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ских уравнений первой степени относительно /
1z  и /

2z , причем определителем 

системы является определитель Вронского, который отличен от нуля, так как 

функции 1f  и 2f  образуют фундаментальную систему: 

0/
2

/
1

21 
ff
ff

W . 

 Решая систему, найдем неизвестные функции /
1z  и /

2z , а, значит, и сами 

функции 1z  и 2z : 

 dxzz /
11 ,  dxzz /

22 . 

 Подставляя 1z  и 2z  в равенство (2.4.3), найдем частное решение урав-

нения (2.4.2): 

)()()()( 2211 xfxzxfxzy  . 

 Пример 2.4.1. [1], [2] Найдите общее решение уравнения 

x
yy

cos
1//  , если известно, что фундаментальную систему решений соот-

ветствующего однородного уравнения составляют функции xy cos1  , 

xy sin2  .  

 Решение. 

 Общее решение однородного уравнения запишется в виде: 

xCxCy sincos 21  . 

 Будем искать частное решение неоднородного уравнения в виде 

xxCxxCy sin)(cos)( 21  . 











x
xCxC

xCxC

cos
1cossin

0sincos

/
2

/
1

/
2

/
1

, 











x
xCxxC

xCC

cos
1costgsin

tg

/
2

/
2

/
2

/
1

, 
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1

tg
/
2

/
1

C

xC
, 








xC
xC

2

1 |cos|ln
, 

xxxxxCxCy sin|cos|lncossincos 21  . 

 Пример 2.4.2. [2] Найдите решение задачи Коши для уравнения 

x
yy

sin
1//   с начальными условиями 1

2







y , 

22
/ 







y . Ответ: 

xxxxxxy cos|sin|lnsinsin1cos0  . 

 Заметим, что определения и теоремы, сформулированные в двух по-

следних параграфах для линейных уравнений второго порядка, легко обоб-

щить на линейные уравнения произвольного n-го порядка. 

 

2.5 Комплексные числа 
 

 Рассмотрим декартов квадрат 

},|),{( RbabaRRC  . 

 Будем считать, что )(),(),( dbcadcba  . 

 Введем на множестве C операции сложения и умножения следующим 

образом: 

),(),(),( dbcadcba  , 

),(),(),( bcadbdacdcba  . 

 Множество C с заданными операциями сложения и умножения называ-

ется множеством комплексных чисел. Множество C является полем. Прове-

рим выполнимость некоторых аксиом. 

 1) Роль нулевого элемента играет пара )0,0( . Действительно, ),( ba  

),()0,0(),(),()0,0( bababa  . 

 2) Роль противоположного элемента для пары ),( ba  играет пара 

),( ba  . Действительно, 
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Cba  ),(  Cba  ),(  )0,0(),(),(),(),(  babababa . 

 3) Роль единичного элемента играет пара )0,1( . Действительно, ),( ba  

),(),)(0,1( baba  . 

 4) )0,0(),(  ba  Cyx  ),(  )0,1(),)(,( yxba . Действительно, 








0
1

bxay
byax

, 










abax

bbay

)(

)(
22

22

, 




















R
ba

ax

R
ba

by

22

22
. 

 Заметим, что упорядоченную пару ),( ba  можно трактовать как точку 

плоскости с декартовыми координатами ),( ba , или как радиус-вектор ),( ba , 

исходящий из начала координат. В этом заключается геометрический смысл 

комплексного числа. 

 Алгебраическая форма записи 

 Введем обозначение: i)1,0( . Легко показать, что 12 i . Действи-

тельно, )0,1()0110,1100()1,0)(1,0(2 i . Число i называется мни-

мой единицей. Числа вида bi , где Rb  называются чисто мнимыми числа-

ми. Любое комплексное число ),( ba  можно представить в виде: 

biabababa  )1,0)(0,()0,(),0()0,(),( . 

 Это алгебраическая форма записи комплексного числа. Укажем основ-

ные действия с комплексными числами в алгебраической форме. 

idbcadicbia )()()()(   

ibcadbdacdicbia )()()()(   

2222
)()())((

dc
iadbcbdac

dc
dicbia

dic
bia











  

 Тригонометрическая форма записи 

 Модулем комплексного числа называется длина радиуса-вектора, изо-

бражающего это число. Аргументом комплексного числа называется угол 

между положительной полуосью абсцисс и вектором, изображающим это 

число. 



 44 

22 bar  ,  2arg0  ,   arg . 

)sin(cossincos  irirrbia   

)sin(cos  irbia   

)sin(cos  idic   

 ])cossinsin(cos)sinsincos[(cos ir   

)]sin()[cos(   ir  

 Если 0 : 









1

)sin)(cossin(cos 
sincos
sincos 





 iir

i
ir  

)]sin()[cos( 


 ir  

)sin(cos  ninr nn   – формула Муавра. 

   ||||||      argarg)arg(   

   
||
||







    

 argargarg 






  

   nn ||||       arg)arg( nn   







 





n

ki
n

krir nnn  2sin2cos)sin(cos , 1,0  nk . 

 Показательная форма записи 

)sin(cos   irrei   

 Пример 2.5.1. Найдите корни квадратного уравнения 04182  xx .  

 Решение. 

1004114)8( 2 D , 

iix 54
2
108

2
1008

2,1 





 . 

 Пример 2.5.2. Найдите все корни 3 1 .  
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 Решение. 

3
2sin

3
2cos)sin(cos11 33 kiki 







 , 2,0k . 

 При 0k  получаем i
2
3

2
1
 , при 1k  получаем 1 , при 2k  полу-

чаем i
2
3

2
1
 . Итак, мы получили корни: 









 i
2
3

2
1;1 . 

 

2.6 Линейные однородные уравнения с постоянными  

коэффициентами 

 

 Итак, пока остается открытым лишь один вопрос: как найти фундамен-

тальную систему решений для линейного однородного уравнения. Для про-

извольного линейного однородного уравнения нет общего метода. Поэтому 

ограничимся рассмотрением случая, когда коэффициенты линейного уравне-

ния постоянны. То есть рассмотрим уравнение 
 

     02
/

1
//

0  yayaya ,            (2.6.1) 
 

где 0a , 1a , 2a R , 00 a . 

 Будем искать частное решение этого уравнения в виде rxey  , где r – 

неизвестное число. Подставим функции rxey  , rxrey / , rxery 2//   в урав-

нение (2.6.1): 

0)( 21
2

0  rxearara . 

Видно, что функция rxey   будет являться решением уравнения (2.6.1) тогда 

и только тогда, когда многочлен 21
2

0 arara  , который называется харак-

теристическим многочленом, будет равен нулю. 

 При рассмотрении характеристического многочлена могут предста-

виться следующие случаи. 

 Случай 1. 
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 Характеристический многочлен имеет различные действительные кор-

ни 21 rr  . Тогда получаем два частных решения уравнения (2.6.1): xrey 1
1   и 

xrey 2
2  . Легко видеть, что они образуют фундаментальную систему реше-

ний: 

0)( )(
12

21

21

21

21

  xrr
xrxr

xrxr

err
erer

eeW . 

 Значит общее решение уравнения (2.6.1) запишется в виде: 
xrxr eCeCy 21

21  . 

 

 Случай 2. 

 Характеристический многочлен имеет равные действительные корни 

021 rrr  . 

021
2

0  arara , 

0D , 
0

1
0 2a

ar  . 

 Одно частное решение находится сразу: xrey 0
1  . Для того, чтобы най-

ти второе решение, можно воспользоваться методом, изложенным в теореме 

2.3.7. 
xrzey 0 , 

xrxr ezrezy 00
0

//  , 

xrxrxr ezrezrezy 000 2
0

/
0

//// 2  . 

0)()2( 000000
20

/
1

2
0

/
0

//
0  xrxrxrxrxrxr zeaezrezaezrzereza  

0)()2( 201
2

00
/

100
//

0  zararazaraza  

 Коэффициент при /z  равен нулю, так как 
0

1
0 2a

ar  , а коэффициент 

при z равен нулю, так как 0r  – корень характеристического уравнения. Итак, 

0// z , 
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1/ z , 

xz  , 
xrxey 0 . 

 Мы получили фундаментальную систему решений: xrey 0
1   и 

xrxey 0
2  . Действительно: 

00

000

00
2

00




 xr
xrxrxr

xrxr

e
eexrer

xeeW . 

 Итак, общее решение уравнения (2.6.1) запишется в виде: 
xrxr eCxeCy 00

21  . 

 Случай 3. 

 Заметим, что корнями характеристического уравнения могут также яв-

ляться и мнимые числа. Но здесь нет нового случая: все предшествующие 

рассуждения сохраняют силу. Так как коэффициенты уравнения – вещест-

венные числа, то мнимые корни могут появляться только попарно с сопря-

женными: ir  1 , ir  2 . Получаем следующую фундаментальную 

систему решений: 
xiey )(

1
 , xiey )(

2
 . 

Так как мы изучаем только вещественные функции, то естественно поставить 

вопрос: нельзя ли подобрать фундаментальную систему так, чтобы обе вхо-

дящие в нее функции были вещественными. 

 По формуле Эйлера: 

)sin(cos1 xixey x   , )sin(cos2 xixey x   . 

2
21

1
yyy 

 , 
i
yyy

2
21

2


 . 

Обе эти функции являются решениями данного линейного уравнения, так как 

они являются линейными комбинациями частных решений. Система 1y  и 2y  

фундаментальна, так как здесь 
2
1

 , 
2
1

 , 
i2

1
 , 

i2
1

 , а значит 
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0
2
1

4
1

4
1


iii

 . 

xey x  cos1  , xey x  sin2  . 

 Следовательно, если корни характеристического многочлена мнимые 

числа ir  2,1 , то общее решение имеет вид 

xeCxeCy xx   sincos 21  . 

 Пример 2.6.1. Найдите общее решение уравнения 023 ///  yyy .  

 Решение. 

 Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

0232  rr , 

}2;1{2,1 r . 

 Запишем общее решение однородного уравнения по формуле для пер-

вого случая: 
xx eCeCy 2

21  . 

 Пример 2.6.2. [1] Найдите общее решение уравнения 

096 ///  yyy . 

 Решение. 

 Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

0962  rr , 

}3;3{2,1 r . 

 Запишем общее решение однородного уравнения по формуле для вто-

рого случая: 
xx xeCeCy 3

2
3

1  . 

 Пример 2.6.3. [1] Найдите общее решение уравнения 

054 ///  yyy .  

 Решение. 

 Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 
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0542  rr , 

}2{2,1 ir  . 

 Запишем общее решение однородного уравнения по формуле для 

третьего случая: 

xeCxeCy xx sincos 2
2

2
1  . 

 

2.7 Линейные уравнения с постоянными коэффициентами 

с особой правой частью вида )(xPe m
bx  

 

 Рассмотрим уравнение 
 

    )(2
/

1
//

0 xPeyayaya m
bx ,            (2.7.1) 

 

где )(xPm  – многочлен степени m. Будем искать частное решение этого урав-

нения в виде )(xQebx , где )(xQ  – произвольный многочлен. Подставим 

)(xQebx  в уравнение (2.7.1). 

)(xQey bx , 

)()( // xQexQbey bxbx  , 

)()(2)( ///2// xQexQbexQeby bxbxbx  . 

)()())()(())()(2)(( 2
/

1
///2

0 xPxQaxQxbQaxQxbQxQba m . 
 

      )()()2)(())(( 0
//

10
/

21
2

0 xPaxQabaxQababaxQ m .        (2.7.2) 
 

 Обозначая характеристический многочлен через )(rf  и замечая, что 

)(21
2

0 bfababa  , 

)(2 /
10 bfaba  , 

2
)(//

0
bfa  , 

мы можем переписать равенство (2.7.2) в виде 
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        )(
2

)()()()()()(
//

//// xPbfxQbfbQbfxQ m .          (2.7.3) 

 

 Итак, для того, чтобы функция )(xQebx  была частным решением урав-

нения (2.7.1), необходимо и достаточно, чтобы многочлен )(xQ  обращал ра-

венство (2.7.3) в тождество. 

 Случай 1. 

 Пусть b – не корень характеристического уравнения. То есть 0)( bf . 

Очевидно, что если в формулу (2.7.3) подставить вместо )(xQ  многочлен 

степени m, то в левой части этой формулы получится многочлен той же сте-

пени. Посмотрим, можно ли подобрать коэффициенты )(xQ  так, чтобы после 

его подстановки в левую часть равенства (2.7.3) получился бы в точности 

многочлен )(xPm . Пусть 

01
1

1 ...)( AxAxAxAxP m
m

m
mm  

 , 

01
1

1 ...)( BxBxBxBxQ m
m

m
m  

 . 

Здесь mA , …, 0A  – заданные числа, mB , …, 0B  – неизвестные коэффициенты. 

Подставим функцию )(xQ  в равенство (2.7.3). 

 
 )()...( 01

1
1 bfBxBxBxB m

m
m

m  

 


 )()...)1(( /
1

2
1

1 bfBxBmxmB m
m

m
m  

 

2

)(
)2...)1((

//

2
2 bf

BxBmm m
m  

01
1

1 ... AxAxAxA m
m

m
m  

  



























...

)(
2

)1()()1()(

)()(

)(

2
//

1
/

2

1
/

1

mmmm

mmm

mm

ABbfmmBbfmBbf

ABbmfBbf

ABbf

 

 Эта система позволяет однозначно определить все неизвестные: из 

первого уравнения находим mB , это возможно, так как 0)( bf ; из второго 
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уравнения находим 1mB , что возможно по той же причине, и так далее. 

 Случай 2. 

 Пусть b – корень характеристического многочлена кратности 1. То есть 

0)( bf , 0)(/ bf . Перепишем равенство (2.7.3): 
 

    )(
2

)()()()(
//

//// xPbfxQbfxQ m .           (2.7.4) 

 

Видно, что, взяв в качестве )(xQ  многочлен степени 1m , мы получим в ре-

зультате подстановки многочлен степени m. Таким образом, )(xQ  надо ис-

кать в виде: 

01
1

1 ...)( BxBxBxBxQ m
m

m
m  
 . 

 Легко видеть, что 0B  можно взять любым. Поэтому пусть 00 B . Под-

ставляя этот многочлен в равенство (2.7.4), мы можем так же, как и в преды-

дущем случае, доказать, что система уравнений для определения коэффици-

ентов 1mB , …, 1B  разрешима (пользуясь тем, что 0)(/ bf ). Следовательно, 

в этом случае надо искать частное решение в виде 

)...( 1
1

1 BxBxBxey m
m

m
m

bx  
 . 

 Случай 3. 

 Пусть b – корень характеристического многочлена кратности 2. То есть 

0)( bf , 0)(/ bf , 02)( 0
//  abf . Уравнение (2.7.3) приводится к виду: 

)()(
2

)( //
//

xPxQbf
m , 

)()(//
0 xPxQa m . 

 В качестве )(xQ  надо взять многочлен степени 2m , коэффициенты 

которого определяются из предыдущего равенства. При этом свободный член 

и коэффициент при x могут быть взяты произвольно, так как они не входят в 

выражение )(// xQ . Возьмем эти коэффициенты равными нулю. Таким обра-

зом, частное решение надо искать в виде 
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bxm
m

m
m exBxBxBy )...( 2

2
1

1
2

2  



 , 

или 

)...( 22
2 BxBexy m

m
bx   . 

 Подведем итог. Итак, если правая часть уравнения (2.7.1) с постоянны-

ми коэффициентами имеет вид )(xPe m
bx , то: 

1) если b – не корень характеристического многочлена, то частное ре-

шение следует искать в виде )(xQey m
bx ; 

2) если b – корень кратности 1, то  – в виде )(xxQey m
bx ; 

3) если b – корень кратности 2, то – в виде )(2 xQxey m
bx . 

 Заметим, что, если в правой части уравнения (2.7.1) стоит функция 
bxAe , RA , то эту функцию можно рассматривать как )(xPe m

bx , где 0m . 

Если же в правой части стоит функция )(xPm , то и эту функцию можно рас-

сматривать как )(xPe m
bx , где 0b . 

 Пример 2.7.1. [3] Найдите общее решение уравнения 
xeyyy  1023 /// .  

 Решение. 

 1) Составим однородное уравнение и найдем его общее решение. 

023 ///  yyy , 

0232  rr , 

}2;1{2,1 r . 

xx eCeCy 2
21  . 

 2) Учитывая, что 0m , а 1b  не является корнем характеристиче-

ского уравнения, будем искать частное решение неоднородного уравнения в 

виде xAey  . Итак, 

xAey  , 

xAey / , 
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xAey // . 

 Подставим эти функции в первоначальное уравнение: 
xxxx eAeAeAe   10)(2)(3 , 

1023  AAA , 

3
5

A . 

 Значит, частное решение неоднородного уравнения имеет вид xey 
3
5 . 

 3) Найдем общее решение неоднородного уравнения как сумму общего 

решения однородного уравнения и частного решения неоднородного: 

xxx eeCeCy 
3
52

21 . 

 Пример 2.7.2. [3] Найдите общее решение уравнения 

)43(23 /// xeyyy x  .  

 Решение. 

 1) Составим однородное уравнение и найдем его общее решение. 

023 ///  yyy , 

0232  rr , 

}2;1{2,1 r . 

xx eCeCy 2
21  . 

 2) Учитывая, что 1m , а 1b   является корнем характеристического 

уравнения кратности 1, будем искать частное решение неоднородного урав-

нения в виде xxeBAxy )(  . Итак, 

xeBxAxy )( 2  , 

xx eBxAxeBAxy )()2( 2/  , 

xxx eBxAxeBAxAey )()2(22 2//  . 

 Подставим эти функции в первоначальное уравнение и разделим обе 

части на xe : 
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xBxAxBxAxBAxBxAxBAxA 43)(2))()2((3)()2(22 222   














3322
42364

023

BBA
BBABA

AAA
, 








1
2

B
A

. 

 Значит, частное решение неоднородного уравнения имеет вид 

)12(  xxey x . 

 3) Найдем общее решение неоднородного уравнения как сумму общего 

решения однородного уравнения и частного решения неоднородного: 

)12(2
21  xxeeCeCy xxx . 

 Пример 2.7.3. [3] Найдите общее решение уравнения 

30223 3///  xyyy .  

 Решение. 

 1) Составим однородное уравнение и найдем его общее решение. 

023 ///  yyy , 

0232  rr , 

}2;1{2,1 r . 

xx eCeCy 2
21  . 

 2) Учитывая, что 3m , а 0b  не  является корнем характеристиче-

ского уравнения, будем искать частное решение неоднородного уравнения в 

виде DCxBxAxy  23 . Проведя расчеты, получим 

4
15

2
21

2
9 23  xxxy . 

 3) Найдем общее решение неоднородного уравнения как сумму общего 

решения однородного уравнения и частного решения неоднородного: 

4
15

2
21

2
9 232

21  xxxeCeCy xx . 
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2.8 Линейные уравнения с постоянными коэффициентами 

с особой правой частью вида    )(sin)(cos xxQexxPe s
x

m
x     

 

 Метод неопределенных коэффициентов можно применять и в этом 

случае. Пусть для определенности sm  . Укажем без обоснования следую-

щую схему. 

1) Если i   – не корни характеристического уравнения, то следует 

искать частное решение в виде )(sin)(cos xxKexxLey m
x

m
x    , 

где )(xLm  и )(xKm  – произвольные многочлены степени m. 

2) Если i   – корни характеристического уравнения, то следует ис-

кать частное решение в виде )(sin)(cos xxKxexxLxey m
x

m
x    , 

где )(xLm  и )(xKm  – произвольные многочлены степени m. 

 Пример 2.8.1. [3] Найдите общее решение уравнения 

2
cos223 /// xeyyy x .  

 Решение. 

 1) Составим однородное уравнение и найдем его общее решение. 

023 ///  yyy , 

0232  rr , 

}2;1{2,1 r . 

xx eCeCy 2
21  . 

 2) Учитывая, что 0m , а числа 
2

1 i
  не являются корнями характери-

стического уравнения, будем искать частное решение в виде  

2
sin

2
cos xBexAey xx  . 
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 Итак, 

1

3

2



2
sin

4
3

2
cos

4
3

2
sin

22
cos

2

2
sin

2
cos

//

/

xeBAxeBAy

xeBAxeBAy

xBexAey

xx

xx

xx







 






 







 






 



 
















 






 







 






 

0
4
3

2
32

2
4
3

2
32

BABAB

BABAA
, 














5
16
5
8

B

A
. 

 Мы нашли частное решение неоднородного уравнения: 







 

2
sin2

2
cos

5
8 xxey x . 

 3) Укажем общее решение неоднородного уравнения: 







 

2
sin2

2
cos

5
82

21
xxeeCeCy xxx . 

 Пример 2.8.2. [2] Найдите общее решение дифференциального урав-

нения )cos2sin(84 /// xxeyyy x  . 

 Ответ: 





  xxexCxCey xx cos

10
3sin

5
2)2sin2cos( 21

2 . 

 Пример 2.8.3. [2] Найдите общее решение дифференциального урав-

нения xeyyy x 6sin44 2///  . Ответ:  xexeCeCy xxx 6sin
36
1 22

2
2

1  . 
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2.9 Линейные уравнения с постоянными коэффициентами 

с правой частью более сложного вида 
 

 Если правая часть уравнения представляет собой сумму нескольких 

выражений типа )(xPe m
bx , )(cos xxPe m

x  , )(sin xxPe m
x  , то для нахождения 

частного решения уравнения можно использовать следующую теорему. 

 Теорема 2.9.1. Если 1y  – частное решение уравнения 

)(12
/

1
//

0 xfyayaya  , а 2y  – частное решение уравнения 

)(22
/

1
//

0 xfyayaya  , то 21 yy   – частное решение уравнения 
 

    )()( 212
/

1
//

0 xfxfyayaya  .           (2.9.1) 
 

 Доказательство. Подставим сумму 21 yy   в уравнение (2.9.1): 

    )()()( 21212
/
2

/
11

//
2

//
10 xfxfyyayyayya  , 

    )()( 2122
/
21

//
2012

/
11

//
10 xfxfyayayayayaya  . 

Справедливость последнего равенства очевидна. Теорема доказана. 

 Пример 2.9.1. [3] Найдите общее решение уравнения 

123 2///   xexyyy .  

 Решение. 

 Приведем краткое решение данной задачи. Сначала найдем общее ре-

шение однородного уравнения:  
xx eCeCy 2

21  . 

 Затем найдем частное решение уравнения 123 ///  xyyy , учиты-

вая, что правая часть имеет вид )(xPe m
bx , причем 1m , а 0b  не является 

корнем характеристического уравнения: 

4
5

2
1

 xy . 

 Затем найдем частное решение уравнения xeyyy 2/// 23  , учиты-
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вая, что правая часть также имеет вид )(xPe m
bx , причем 0m , а 2b  не яв-

ляется корнем характеристического уравнения: 

xey 2

12
1  . 

 Значит, частное решение первоначального уравнения имеет вид 

xexy 2

12
1

4
5

2
1  , 

а его общее решение –  

xxx exeCeCy 22
21 12

1
4
5

2
1  . 

 

2.10 Линейные уравнения n-го порядка с постоянными  

коэффициентами 
 

 Теория линейных уравнений с постоянными коэффициентами, изло-

женная для уравнений второго порядка, переносится почти без изменений на 

уравнения любого порядка. 

 Известно, что всякий многочлен n-ой степени может быть единствен-

ным образом разложен на линейные множители: 

))()...()((... 12101
1

1 nnn
n

n
n

n rrrrrrrraararara  


 , 

где 1r , …, nr  – корни многочлена, которые могут быть как действительными, 

так и мнимыми. При этом, если какой-нибудь из линейных множителей irr   

встречается в этом разложении k раз, то число ir  называется корнем кратно-

сти k. Если число i  , где 0 , является корнем кратности k многочлена 

с действительными коэффициентами, то число i   также является корнем 

той же кратности для этого многочлена. 

 Пусть дано линейное однородное уравнение с постоянными коэффици-

ентами: 
 

         0... 0
/

1
)(  yayaya n

n .          (2.10.1) 
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 Многочлен 01... arara n
n   называется характеристическим много-

членом уравнения (2.10.1). 

 Теорема 2.10.1. Каждому действительному корню 0r  кратности 1 ха-

рактеристического многочлена соответствует одно частное решение уравне-

ния (2.10.1), этим решением является функция xrey 0 . Каждому действи-

тельному корню 0r  кратности 1k  соответствует k частных решений xre 0 , 

xrxe 0 , …, xrk ex 01 . Каждому мнимому корню i   кратности 1 и сопряжен-

ному с ним корню i   соответствует пара частных решений xe x  cos  и 

xe x  sin . Каждому мнимому корню i   кратности 1k  и сопряженному 

с ним корню i   соответствует k2  частных решений xe x  cos , 

xxe x  cos , …, xex xk  cos1 , xe x  sin , xxe x  sin , …, xex xk  sin1 . Полу-

ченные таким образом n частных решений образуют фундаментальную сис-

тему. 

 Рассмотрим линейное уравнение n-го порядка с постоянными коэффи-

циентами с особой правой частью вида )(xPe m
bx . Если b – не корень характе-

ристического уравнения, то частное решение по-прежнему следует искать в 

виде )(xQey m
bx . Если же b – корень характеристического уравнения крат-

ности k, то следует искать частное решение в виде )(xQexy m
bxk . 

 Рассмотрим линейное уравнение n-го порядка с постоянными коэффи-

циентами с особой правой частью вида )(sin)(cos xxQexxPe s
x

m
x    , где 

sm  . Если числа i   – не корни характеристического уравнения, то ча-

стное решение по-прежнему следует искать в виде 

)(sin)(cos xxKexxLey m
x

m
x    . Если же i   – корни характеристиче-

ского уравнения кратности k, то следует искать частное решение в виде 

)(sin)(cos xxKexxxLexy m
xk

m
xk    . 
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 Пример 2.10.1. [2] Найдите общее решение дифференциального 

уравнения xexyyy  )1(434 ////// .  

 Ответ: )( 2
3

3
21 xxeeCeCCy xxx   . 

 Пример 2.10.2. [2] Найдите общее решение дифференциального 

уравнения xexyyy 2////// )1420(6  .  

 Ответ:  xxx exeCeCCy 222
3

3
21   . 

 

2.11 Системы обыкновенных дифференциальных уравнений 

 

 При решении многих задач требуется найти функции )(1 xy , …, )(xyn , 

которые удовлетворяют системе 
 

          



















),...,,(

...
),...,,(

),...,,(

1
/

12
/
2

11
/
1

nnn

n

n

yyxfy

yyxfy

yyxfy

.          (2.11.1) 

 

 Такая система называется нормальной. Проинтегрировать систему – 

значит найти функции )(1 xy , …, )(xyn , удовлетворяющие системе и началь-

ным условиям 
 

    1001 )( yxy  , …, 00)( nn yxy  .          (2.11.2) 

 Интегрирование системы производится следующим образом. 

 Дифференцируем по x первое уравнение: 

dx
dy

y
f

dx
dy

y
f

x
f

dx
yd n

n













 11

1

11
2
1

2

... . 

 Заменяя 
dx
dy1 , …, 

dx
dyn  на 1f , …, nf , получим 

),...,,( 122
1

2

nyyxF
dx

yd
 . 
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 Дифференцируем полученное уравнение и, поступая аналогично пре-

дыдущему, найдем 

),...,,( 133
1

3

nyyxF
dx

yd
 . 

 После )1( n -го дифференцирования получим уравнение 

),...,,( 1
1

nnn

n

yyxF
dx

yd
 . 

 Итак, получаем систему 
 

       























),...,,(

...

),...,,(

),...,,(

1
1

122
1

2

11
1

nnn

n

n

n

yyxF
dx

yd

yyxF
dx

yd

yyxf
dx
dy

.          (2.11.3) 

 

 Из первых 1n  уравнений определим 2y , …, ny , выразив их через x, 

1y , 
dx
dy1 , …, 1

1
1





n

n

dx
yd : 

 

        
















),...,,,(

...
),...,,,(

)1(
1

/
11

)1(
1

/
1122

n
nn

n

yyyxy

yyyxy




.          (2.11.4) 

 Подставляя эти выражения в последнее из уравнений (2.11.3), получим 

уравнение n-го порядка для определения 1y : 
 

        ),...,,,( )1(
1

/
11

1  n
n

n

yyyx
dx

yd .          (2.11.5) 

 Решая это уравнение, находим 1y : 
 

       ),...,,( 111 nCCxy  .          (2.11.6) 
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 Дифференцируя это выражение 1n  раз, найдем 
dx
dy1 , …, 1

1
1





n

n

dx
yd  как 

функции от x, 1C , …, nC . Подставляя эти функции в уравнения (2.11.4), оп-

ределяем 2y , …, ny : 
 

     












)...,,(
...

)...,,(

1

122

nnn

n

CCxy

CCxy




.          (2.11.7) 

 

 Для того, чтобы полученное решение удовлетворяло заданным началь-

ным условиям (2.11.2), остается найти из уравнений (2.11.6) и (2.11.7) соот-

ветствующие значения постоянных 1C , …, nC . 

 Заметим, что если система (2.11.1) линейна относительно искомых 

функций, то и уравнение (2.11.5) будет линейным. 

 Пример 2.11.1. Решите систему 














xzy
dx
dz

xzy
dx
dy

234
, 1)0( y , 0)0( z . 

 Решение. 

1////  zyy  

1)234()(//  xzyxzyy  

1323//  xzyy  











1323//

/

xzyy

xzyy
 











132223 ///

/

xxyyyy

xyyz
 

152 ///  xyyy  

9521   xxeCeCy xx  
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5221
/   xxx xeCeCeCy  

xxxeCeCxeCeCeCz xxxxx   955 21221  

146)21(2 21   xxeCeCz xx  

 Итак, 














146)21(2

95

21

21

xxeCeCz

xxeCeCy
xx

xx

 








1420
91

21

1

CC
C

, 







6
10

2

1

C
C

. 














146)21(620

95610

xxeez

xxeey
xx

xx

. 

 Пример 2.11.2. Решите систему 





















yx
dt
dz

zx
dt
dy

zy
dt
dx

. 

 Решение. 
//// zyx   

yzxx  2//  

////// 2 yzxx   

)()()22(/// zxyxzyx   

xzyx 233///   
















xzyx

yzxx

zyx

233

2
///

//

/

 

 В приведенных рассуждениях  мы предполагали, что из первых 1n  

уравнений системы (2.11.3) можно определить функции 2y , …, ny . Может 
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случиться, что 2y , …, ny  исключаются не из 1n , а из меньшего числа 

уравнений. Тогда для определения 1y  мы получим уравнение, порядок кото-

рого ниже n. 

02///  xxx  
 

      tt eCeCx  2
2

1            (2.11.8) 
 

tt eCeCx  2
2

1
/ 2  

 

           zeCeCy tt  
2

2
12           (2.11.9) 

 

 Подставим (2.11.8) и (2.11.9) в третье равенство условия задачи. 

zeCz t  2
1

/ 3  

teCzz 2
1

/ 3  

tt eCeCz 2
13    






















tt

ttt

tt

eCeCz

eCeCeCy

eCeCx

2
13

32
2

1

2
2

1

 

 Пример 2.11.3. Решите систему 
















yxz

zyxy

zyxx

2/

/

/

. 

 Ответ: 






















ttt

tt

ttt

eCeCeCz

eCeCy

eCeCeCx

3
2

21

31

3
2

21

5

3 . 



 65 

ГЛАВА 3. ЗАДАЧИ 
 

3.1 Уравнения с разделяющимися переменными 
 

 В задачах 1.1-1.12 требуется найти общий интеграл или общее 

решение, если не задано начальное условие, и частный интеграл или частное 

решение при наличии начального условия. 

Задачи для разбора у доски 

1.1. 0)()( 22  dyyxydxxxy .      Ответ: )1(1 22  yCx . 

1.2. 2/ 1 xxyy  .        Ответ: )ln( 222 Cxyx  . 

1.3. 2

2
/

1
1

x
yy




 , 1)0( y .       Ответ: 
x

xy




1

1 . 

1.4. 523/  yxy .        Ответ: xCexy 2764  . 

Задачи для самостоятельного решения 

1.5. ayxy tg/ .        Ответ: axCy  sin . 

1.6. 2/ yyxy  .        Ответ: 
y

yCx 1
 . 

1.7. 0
1
1

2

2
/ 





x
yy .               Ответ: Cxyyx  22 11 . 

1.8. yxy 10/ .         Ответ: Cyx  1010 . 

1.9. 
2

sin
2

sin/ yxyxy 



 .      Ответ: 

4
tgln

2
sin2 yxC  . 

1.10. yyxy lnsin/  , ey 







2
 .      Ответ: 

2
tgln xy  . 

1.11. xdxyxdyy sincoscossin  , 
4

)0( 
y .    Ответ: yx cos2cos  . 

1.12. )cos(/ yxy  .        Ответ: Cyxx 



2

ctg . 
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3.2 Однородные уравнения относительно x, y. Уравнения,  

сводящиеся к однородным 

 

 В задачах 2.1-2.10 требуется найти общий интеграл или общее реше-

ние. 

Задачи для разбора у доски 

2.1. 22

2
/ 

x
yy .  Ответ: 

xy
xyCx





23 . 

2.2. 
yx
yxy




/ .   Ответ:  
x
yyxC arctgln 22  . 

2.3. 
12
12/





yx
yxy .  Ответ: yxxyyxC  22 . 

Задачи для самостоятельного решения 

2.4. ydyydxxdy  .  Ответ: C
y
xy ||ln . 

2.5. 22
/ 2

yx
xyy


 .  Ответ: Cyyx  22 . 

2.6. 
x
y

y
xy / .   Ответ: ||ln2 Cxxy  . 

2.7. //22 xyyyxy  .  Ответ: x
y

eCy  . 

2.8. 
x
yyxy ln/  .   Ответ: 1 Cxxey . 

2.9. 
42
52/





yx
xyy .  Ответ: )3()1( 3  yxCyx . 

2.10. 2

2
/

)1(
)2(2





yx

yy .  Ответ: 3
2arctg2

)2( 



 x

y

eyC . 
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3.3 Линейные уравнения 

 

 В задачах 3.1-3.7 требуется найти общий интеграл или общее решение, 

если не задано начальное условие, и частный интеграл или частное решение 

при наличии начального условия. 

Задачи для разбора у доски 

3.1. 121
2

/ 


 y
x

xy .  Ответ: 2
1

2 xeCxy x  . 

3.2. 0)6(2 2  dyxyydx . Ответ: 
2

2
3 yCyx  . 

Задачи для самостоятельного решения 

3.3. xyy cos/  .  Ответ: )cos(sin
2
1 xxCey x   . 

3.4. mxeayy / .  Ответ: 
















amexC

am
am

eCey
ax

mx
ax

,)(

, . 

3.5. 2
/

2
1

yx
y


 .  Ответ: )122(

4
1 22  yyCex y . 

3.6. 
xyyy

yy



ln2

/ . Ответ: yy
y
Cx ln . 

3.7. x
x

yxy 



1

/ , 0)1( y . Ответ: |)|ln1(
1

xx
x

xy 


 . 

 

3.4 Уравнения Бернулли 

 

 В задачах 4.1-4.5 требуется найти общий интеграл или общее решение. 

Задачи для разбора у доски 

4.1. 33/ 22 yxxyy  .  Ответ: 
2
1222 2

 xCey x . 
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Задачи для самостоятельного решения 

4.2. 0
1

2/ 


 y
x

yy . Ответ: 
|)1|ln)(1(

1



xCx

y . 

4.3. xyyxy ln2/  .  Ответ: 1)1ln(  xCxy . 

4.4. y
xx

yy 2
/

cos
22

 . Ответ: 
x

xx
x
Cy |cos|lntg  . 

4.5. 22

2

x
bdxdx

x
ayydy  . Ответ: 

a
bCey x

a




2
2 . 

 

3.5 Уравнения первого порядка смешанных типов 

 

 В задачах 5.1-5.5 требуется найти общий интеграл или общее решение, 

если не задано начальное условие, и частный интеграл или частное решение 

при наличии начального условия. 

Задачи для самостоятельного решения 

5.1. dxxydyyxydyxdx 22  .  Ответ: 
1
1

2

2





y
xC . 

5.2. 5104 2

2
/ 

x
y

x
yy .   Ответ: )5( xyCxxy  . 

5.3. 
67
65/





yx
yxy .            Ответ: 

xy
xxyC




)1(6|)(|ln . 

5.4. 3/ )1(
1

2



 x

x
yy , 

2
1)0( y .  Ответ: 42 )1(

2
1)1(0  xxy . 

5.5. xyxyy chcth2 2/  , 
1sh

1)1( y . Ответ: xxy shsh0 21  . 
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3.6 Уравнения в полных дифференциалах 
  

В задачах 6.1-6.5 требуется найти общий интеграл. 

Задачи для разбора у доски 

6.1. 0)2()2( 2323  dyyxydxxyx . 

      Ответ: Cyyxx  4224 . 

6.2. dx
yx

y
yx

xdy














12222 . Ответ: C

x
yx  arctg . 

Задачи для самостоятельного решения 

6.3. 0)2(  dyyxedxe yy .  Ответ: Cyxe y  2 . 

6.4. 222 x
xdyydx

yx
ydyxdx 




 .  Ответ: C
x
yyx  22 . 

6.5. 0)1()1( 2222  ydyyxdxyxx . 

      Ответ: Cyxyx 
2

)(
3
1 2

322 . 

 

3.7 Интегрирующий множитель 
  

В задачах 7.1-7.5 требуется найти общий интеграл. 

Задачи для разбора у доски 

7.1. 0)1(  xdydxxyy .  Ответ: Cx
y
x


2

2

. 

7.2. 0)ln( 3  dyxydx
x
y .  Ответ: Cy

y
x


2

ln 2

. 

Задачи для самостоятельного решения 

7.3. 0)( 2  xdydxyx .  Ответ: C
x
yx  . 

7.4. 02)2( 22  ydydxxyx . Ответ: Ceyx x  )( 22 . 

7.5. 0)cossin()sincos(  dxyyyxdyyyyx . 

       Ответ: Ceyyyyx x  )sincossin( . 
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3.8 Геометрические и физические задачи, приводящие  

к дифференциальным уравнениям 

 

Задачи для разбора у доски 

8.1. Найти все линии, у которых отрезок касательной между точкой каса-

ния и осью абсцисс делится пополам в точке пересечения с осью орди-

нат.         Ответ: Cxy 2 . 

 

Задачи для самостоятельного решения 

8.2. Найти линию, у которой длина нормали (отрезок ее от точки линии до 

оси абсцисс) есть постоянная величина a.    Ответ: 222)( ayCx  . 

8.3. Моторная лодка движется в спокойной воде со скоростью 10 км/ч. На 

полном ходу ее мотор был выключен, и через 20 с скорость лодки 

уменьшилась до 6 км/ч. Считая, что сила сопротивления воды движе-

нию лодки пропорциональна ее скорости, найти скорость лодки через 2 

мин после остановки мотора; найти также расстояние, пройденное лод-

кой в течение одной минуты после остановки мотора. 

       Ответ: 0,467 км/ч; 85,2 м. 

 

3.9 Уравнения, допускающие понижение порядка 

 

 В задачах 9.1-9.13 требуется найти общий интеграл или общее 

решение, если не заданы начальные условия, и частный интеграл или частное 

решение при наличии начальных условий. 

Задачи для разбора у доски 

9.1. xxy sin//  .   Ответ: 21

3

sin
6

CxCxxy  . 

9.2. xyxy 3/// sin)(ctg2  .  Ответ: 2
31

1 sin
3
12sin

2
CxxCxCy  . 
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9.3. 3///// )( yy  .    Ответ: 32
3

1 )2(
3
1 CxCxCy  . 

9.4. 2/// yyy  .    Ответ: xCeCy 1
2 . 

Задачи для самостоятельного решения 

9.5. 01)1( 2///2  yyx .  Ответ: 211
2
1 ||ln)1( CxCCxCy  . 

9.6. /2// )( yy  .    Ответ: 2

3

1 23
2 CxCy 






  . 

9.7. 22/// 432 yyyy  .  Ответ: 21 1arctg CyCx  . 

9.8. 2//// ln yyyyyy  .  Ответ: )lnarctg(
2 11

2 yCCCx


 , 01 C . 

9.9. /2// 2)1( xyxy  , 1)0( y , 3)0(/ y . 

      Ответ: 133  xxy . 

9.10. yey 2//  , 0)0( y , 1)0(/ y . Ответ: |1|ln xy  . 

9.11. 
x

y 1///  .    Ответ: 32
2

1
2 ln CxCxCxxy  . 

9.12. xy 2cos///  .   Ответ: 32
2

12sin
8
1 CxCxCxy  . 

9.13. IVV yxy  .    Ответ: 54
2

3
3

2
5

1 CxCxCxCxCy  . 

 

3.10 Линейные однородные уравнения с постоянными коэффици-

ентами 
  

В задачах 10.1-10.14 требуется найти общее решение, если не заданы 

начальные условия, и частное решение при наличии начальных условий. 

Задачи для разбора у доски 

10.1. 02///  yyy .  Ответ: xx eCeCy 2
2

1   . 

10.2. 02 ///  yyy .  Ответ: xx xeCeCy 21  . 

10.3. 0136 ///  yyy .    Ответ: xeCxeCy xx 2sin2cos 3
2

3
1

  . 
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10.4. 034 ///  yyy , 6)0( y , 10)0(/ y . 

     Ответ: xx eey 324  . 

10.5. 02 /////  yyy IV .       Ответ: xx xeCeCxCCy   4321 . 

10.6. 0124864 //  yyyy IVVIVIII . 

     Ответ: 

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos 2

8
2

7654321
xxCxxCxxCxxCxCxCxCCy   

Задачи для самостоятельного решения 

10.7. 09//  yy .  Ответ: xx eCeCy 3
2

3
1   . 

10.8. 04 ///  yy .  Ответ: xeCCy 4
21  . 

10.9. 0//  yy .   Ответ: xCxCy sincos 21  . 

10.10. 0584 ///  yyy . Ответ: 
2

sin
2

cos 21
xeCxeCy xx  . 

10.11. 0294 ///  yyy , 0)0( y , 15)0(/ y . 

     Ответ: xey x 5sin3 2 . 

10.12. 09 ////  yy .  Ответ: xCxCCy 3sin3cos 321  . 

10.13. yy IV 16 .    Ответ: xCxCeCeCy xx 2sin2cos 43
2

2
2

1   . 

10.14. 033 //////  yyyy . Ответ: xxx exCxeCeCy 2
321  . 

 

3.11 Линейные неоднородные уравнения с постоянными  

коэффициентами с особой правой частью вида )(xPe m
bx  

 

 В задачах 11.1-11.5 требуется найти общее решение. 

Задачи для разбора у доски 

11.1. xexyyy 2/// 65  . Ответ: 





 

4
7

2
3

2
1 23

2
2

1 xxeeCeCy xxx . 

11.2. )12(65 3///  xeyyy x . 
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     Ответ: )3(33
2

2
1  xxeeCeCy xxx . 

11.3. xxyy 23//  .  Ответ: xxxCxCy 8sincos 3
21  . 

Задачи для самостоятельного решения 

11.4. 12552 2///  xxyy . 

     Ответ: xxxeCCy
x

25
7

5
3

3
1 232

5

21 


. 

11.5. xeyy  /// 52 .  Ответ: xx
eeCCy

7
12

5

21 


. 

 

3.12 Линейные неоднородные уравнения с постоянными  

коэффициентами с особой правой частью вида 

)(sin)(cos xxQexxPe m
x

m
x     

 

 В задачах 12.1-12.5 требуется найти общее решение. 

Задачи для разбора у доски 

12.1. xxyyy cos2065 ///  . 

   Ответ: xxxxeCeCy xx sin)22(cos
5
423

2
2

1 





  . 

12.2. xeyyy x sin754 2///  . 

   Ответ: xxexeCxeCy xxx cos
2
7sincos 22

2
2

1  . 

Задачи для самостоятельного решения 

12.3. xyyy sin67 ///  . 

   Ответ: xxeCeCy xx sin
74
5cos

74
76

21  . 

12.4. xyy cos2952 ///  . 

   Ответ: xxeCCy
x

cos2sin52
5

21 


. 
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12.5. xeyyy
x

5
4sin565 5

3
///  . 

   Ответ: xxexeCxeCy
xxx

5
4cos

8
1

5
4sin

5
4cos 5

3
5
3

2
5
3

1  . 

3.13 Линейные неоднородные уравнения 

с постоянными коэффициентами  с правой частью более сложного вида 

 

 В задачах 13.1-13.4 требуется найти общее решение. 
Задача для разбора у доски 

13.1. xexyy 3// 52sin4  . 

   Ответ: xexxxCxCy 3
21 13

52cos
4
12sin2cos  . 

Задачи для самостоятельного решения 

13.2. xxyyy 2sin5323 ///  . 

   Ответ: 





 






  xxxeCeCy xx 2sin

4
12cos

4
3

4
9

2
32

21 . 

13.3. xyyy sh23 ///  . 

   Ответ: xxxx xeeeCeCy
2
1

12
12

21   . 

13.4. xexyy  2sin// . 

   Ответ: xexxxCxCy  cos
2
1

sincos 21 . 

 

3.14. Метод вариации произвольных постоянных 
 

 В задачах 14.1-14.4 требуется найти общее решение. 

Задача для разбора у доски 

14.1. xyy 2// ctg . 

  Ответ: 2
2

tglncossincos 21 
xxxCxCy . 
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Задачи для самостоятельного решения 

14.2. 
1

2 2
///




x
eyyy

x

. 

  Ответ: )1lnarctg( 2
21  xxxxCCey x . 

14.3. xx eeyy 22/// 1 . 

  Ответ: xxx
x

xx eeeeeeCCy 2232
21 1

2
1arcsin

2
)1(

3
1

 . 

14.4. 
x

eyyy
x

 /// 2 . 

  Ответ: ||ln)( 21 xxexCCey xx  . 

 

3.15. Уравнения высших порядков смешанных типов 
 

 В задачах 15.1-15.7 требуется найти общее решение, если не заданы 

начальные условия, и частное решение при наличии начальных условий. 

Задачи для самостоятельного решения 

15.1. ///// cos)sin1( yxyx  . 

     Ответ: 32

2

1 sin
2

CxCxxCy 







 . 

15.2. 0cossin50 3//  yyy , 0)0( y , 5)0(/ y . 

     Ответ: xy 5arctg . 

15.3. 56/////  xyy .  Ответ: 23
321 2

11 xxeCxCCy x  . 

15.4. xexyyyy )2016(375 //////  . 

     Ответ: xxxx xexeCeCeCy  
32

3
1 . 

15.5. )cos(sin32 /// xxeyy x  . 

     Ответ: )cos3,0sin9,0(2
21 xxeeCCy xx   . 
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15.6. xyy 5sh505 ///  . Ответ: xxx exeeCCy 555
21 2

15   . 

15.7. xyy ctg2//  , 1
2







y , 2

2
/ 






y . 

     Ответ: 
2

tglnsin2sin1cos0 xxxxy  . 

3.16 Нормальные системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений 

 

 В задачах 16.1-16.3 требуется найти решение системы уравнений. 

Задача для разбора у доски 

16.1. 














yx
dt
dy

xy
dt
dx

52

7
.  Ответ: 














]sin)(cos)[(

sincos

1221
6

6
2

6
1

tCCtCCey

teCteCx
t

tt

. 

Задачи для самостоятельного решения 

16.2. 
















yxz

zyxy

zyxx

2/

/

/

.  Ответ: 






















ttt

tt

ttt

eCeCeCz

eCeCy

eCeCeCx

3
2

21

31

3
2

21

5

3 . 

16.3. 









tt eexy

yx
/

/

.  Ответ: 


















)(
2
1)(

2
1

)(
2

21

21

tttttt

tttt

eeteeeCeCy

eeteCeCx
. 
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